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Chapitre I 

Introduction aux concepts fondamentaux 
de la mecanique quantique 


I- Rappel succinct des theories de la physique classique 

Avant la naissance de la physique quantique vers le debut du 20 ( ' me siecle, la 
physique classique distinguait deux categories d'objets, les corpuscules d'une part et les 
ondes d' autre part : 

les corpuscules sont des entites materielles discretes et localisables dans l'espace a 
tout instant; ils sont regis par les lois classiques de la mecanique newtonienne (1687). 
les ondes sont des phenomenes continus, non localisables et occupent tout l'espace a 
tout instant ; elles sont decrites par la theorie des ondes electromagnetiques de 
Maxwell (1867). 

1-1° Mecanique newtonienne 

En mecanique classique, le mouvement d'un point materiel de masse m se deplacant 
avec une vitesse v sous Taction d'une force F est regi par la seconde loi de Newton F = my . 
En terme de la quantite de mouvement (ou impulsion) p = mv ou bien en terme de l'energie 
potentielle V(x,y,z), la loi fondamentale de la mecanique classique peut s'ecrire sous les 
deux formes suivantes : 


valable que dans le cas d'un systeme conservatif, c'est-a-dire un systeme pour lequel son 
energie totale E = T + V (somme des energies cinetique T et potentielle V) reste constante 
dans le temps, (somme des energies cinetique T et potentielle V) reste constante dans le 
temps. 

Lors des applications de la mecanique classique, on suppose toujours que la masse m 
du point materiel demeure constante quelque soit la vitesse v avec laquelle elle se deplace. 
Lors des applications de cette mecanique, les succes ne sont obtenus que dans le cas des 
corps macroscopiques ayant des grandes masses et des vitesses relativement petites. Or, 
pour des corps ayant des petites masses se deplacant avec des vitesses relativement 
grandes, cette mecanique cesse d'etre applicable et en alternative on fait appel soit a la 
mecanique relativiste d'Einstein soit a la mecanique quantique. 

1-2° Mecanique relativiste d'Einstein 

En 1905, Einstein pose les bases de la theorie de la relativite restreinte qui a ete 
developpee independamment de la mecanique quantique. II montre que la masse d'un 
corps en mouvement varie avec sa vitesse de deplacement. Si mo est la masse de la particule 
au repos, alors sa masse m lorsqu'il acquiert une vitesse v relativement grande est : 


( dV / dx) 



F = -VV = dV/dy 

v 5V / dzy 


dt 


Dans le cas ou F = -VV, on dit que la force derive d'un potentiel et la relation n'etant 
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La masse m du corps augmente avec la vitesse v et tend vers 1'infini lorsque v tend vers la 
vitesse c de la lumiere (3x1 0 8 m/s). On doit done admettre que c est la limite superieure 
assignee a la vitesse v de tout corps (v<c), e'est-a-dire qu'aucun objet materiel en 
mouvement ne peut depasser la celerite c de la lumiere. Dans le cas d'un photon qui se 
deplace dans le vide a la vitesse v = c , sa masse au repos m 0 = m (1 - v 2 /c 2 ) 1/2 est nulle. 

Selon la theorie de la relativite, il existe une equivalence entre la masse et l'energie 
qui se traduit par la celebre relation : 

E - me 2 


qui veut dire que toute masse m se deplacant a la vitesse de la lumiere se transforme en 
energie et vice versa. Remplacons m par sa relation : 

E = m ° C 

Vl-v 2 /c 2 

et portons l'expression de l'energie au carre, on obtient : 


. 2„4 


E 2 =■ 


1 - V 2 /c z 


Pour une particule materielle se deplacant a une vitesse v assez limitee, (v/c) 2 (( 1, on peut 
effectuer le developpement approche suivant : 

E 2 = m 2 c 4 j\ + 

Sachant que p=mov, l'equation precedente conduit a la celebre relation de l'energie 
relativiste : 

E 2 = m^c 4 +p 2 c 2 


ou encore : 


- I 


2 2 2 4 

pc +moC 


m o c 


nl/2 


1 + 


— 

m 0 c) 


Pour trouver l'origine du terme d'energie relativiste, effectuons un developpement limite 
de E en puissance de (p/moc). On obtient : 


E = nioO 


1 + 


o 2 2 

2m 0 c 


8moC 4 


ou encore : 


E = m 0 c 2 + 

2m f 


8moC 2 


On voit que l'energie d'une particule relativiste se compose, en plus de l'energie au repos 
(m () c 2 ) et de l'energie cinetique non-relativiste (p 2 /2m Q ), d'un terme supplemental 

(-p 4 /8moC 2 ) due a la variation relativiste de la masse avec la vitesse. 

Selon la theorie de la relativite, toute force F a laquelle est soumis un corps doit 
egalement varier avec la masse. En effet : 

- dp d(mv) dv dm _ dm 

F = — = = m h v = my + v 

dt dt dt dt dt 


Mecanique Quantique SMC (S4)— Tes 


Cfiapitre I 


Aux faibles vitesses ( v « c ), lorsque les variations de la masse sont negligeables 
(dm/dt^O), on retrouve la formulation habituelle L = my. Ainsi, la relation F = my ne 
s' applique qu'aux objets non relativistes. 


1-3° Theorie des ondes electromagnetiques de Maxwell 


En toute generality les ondes electromagnetiques peuvent etre emises par diverses 
sources: soleil, corps chauffes, corps incandescents, tubes a decharge, ... Ces ondes 
comprennent en toute generalite les rayons y , les rayons X, I'ultraviolet, l'infrarouge et les 
ondes radios. La lumiere n'est autre qu'une onde electromagnetique qui lorsqu'elle se 
propage dans le vide, elle acquiert une vitesse limite c = 3xl0 8 m/s. 

Selon la theorie de Maxwell, une onde se propageant dans l'espace (x,y,z) et dans le 
temps (t) obeit a V equation d'onde suivante : 


AY 


1 d 2x ¥ 


= 0 


avec : 

- A = d 2 /dx 2 + d 2 /dy 2 + d 2 Id z 2 : le Laplacien, 

- v F(x,y,z,t) : 1 'amplitude ou fonction d'onde, 

- v : la vitesse de propagation de l 1 onde (v=c dans le vide). 


Les caracteristiques de l'onde sont bien definies, si l'on connait : 
sa longueur d'onde A , = v/ v ou sa pulsation eo = 2nv , 
son intensite 1= | 'F | 2 = l F* v F, avec 'F* le conjugue de V F. 

Si l'onde est supposee monochromatique, c'est-a-dire se propageant dans une seule 
direction (par exemple x), l'equation d'onde devient simplement : 

S 2v F(x,t) 1 <3 2v F(x,t) _ 

dx 2 v 2 at 2 


Dans le cas d'une onde stationnaire, la fonction v F(x,t) peut se mettre sous la forme de 
produit de deux fonctions independantes : 

T(x,t) = O(x) T(t) 

Le remplacement de ce produit dans l'equation et la division par ®T conduit a : 

v 2 d 2 ® _ 1 g 2 T 

®(x) dx 2 “ T(t) a 2 

Le membre de gauche de cette relation ne contient que la variable d'espace (x) et celui de 
droite ne contient que la variable temps (t). La seule et unique facon d'egaler ces deux 
expressions differentielles est de les considerer chacune comme constante. Si cette constante 
commune est designee par -co 2 , nous obtenons deux equations differentielles 
independantes : 


d 2 ® 

2 

CO ^ 


d 2 ® 

( 2nV~ . . 


+ — r-® = 0 

ou 

— 

o 

ll 

e 

+ 

dx 2 

v 2 


dx 2 


d 2 T 



d 2 T 



+ co 2 T = 0 

ou 


+ (2tw) 2 T = 0 

dt 2 



dt 2 
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+ A 9 e 


_;2 sx 
X 

-i27TVt 


Leurs solutions generales sont de la forme : 

j2nx 

©(x) = A,e x 
T(t) = B^ 12 ™* + B 2 e 

ou Ai, Ai, Bi et B 2 sont des constantes arbitraires qui se determinant a partir des conditions 
initiales et des conditions aux limites pour les variables x et t. Si l'onde est supposee se 
propager dans la direction x positive (coefficient A 2 = 0) et que son amplitude s'annule a 
t — > oo (coefficient Bi = 0), alors les fonctions spatiale et temporelle s'ecrivent : 

j 2nx 

©(x) = A ie X T(t) = B 2 e“ l27Wt 

Dans ces conditions, l'amplitude de l'onde l P(x,t) devient : 

v b(x,t) = Ce ' x ou ^(xa) = ©(x) e * 271 vt 

La fonction ©(x) est solution de l'equation spatiale : 


d z © 


4tT 


© = 0 


dx z X A 

qui decrit le phenomene de propagation de l'onde stationnaire dans l'unique direction x. Si 
l'on suppose maintenant que l'onde se propage dans toutes les directions (x,y,z), le meme 
raisonnement precedent conduit a l'equation stationnaire suivante : 

4tc 2 

A© h — © = 0 


avec A etant le Laplacien et ©(x,y,z) l'amplitude de l'onde. Dans la theorie de Maxwell, 
l'energie E d'une onde electromagnetique est supposee seulement proportionnelle a son 
intensite I : 

E = k I 


avec 



f tfpY 

V i^itxA 

I = ©*© = 

Aje ^ 

A t e ^ 


v J 

V ) 


A1A1 - |Aj 


L'energie E ne depend done que de l'intensite I de l'onde, elle est independante de sa 
frequence v ou de sa longueur d'onde X , par suite elle est continue. 


1-4° Insuffisances des theories de la physique classique 

La physique classique ne trouve son succes que lorsque l'on applique aux objets 
macroscopiques. Cependant, dans le cas des objets microscopiques (atomes, molecules, ou 
encore des objets plus petits appeles particules elementaires) doues de petites masses ou de 
grandes vitesses, 1' application de cette physique se heurte a des difficultes insurmontables. 
La contestation la plus remarquable a relever est que cette physique prevoit que l'energie 
de la matiere, l'energie du rayonnement et l'energie d'echange rayonnement-matiere sont 
continues : 

Edassique = continue 

Or, en realite ces energies sont discontinues, elles ne prennent que certaines valeurs 
permises. 
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Le cas le plus illustratif de l'insuffisance de la physique classique est 1' etude de la 
stability des edifices atomiques ou moleculaires. Si les lois de cette physique s'appliquaient 
a un electron gravitant autour d'un noyau, celui-ci devrait emettre continuellement des 
ondes electromagnetiques en perdant de l'energie. Ainsi, l'electron rayonnant de l'energie 
tomberait sur le noyau et l'atome serait instable. Parmi les celebres experiences qui ont mis 
la physique classique en echec, on cite : 

- le rayonnement du corps noir, 

- I'effet photoelectrique, 

- le spectre de raies atomiques 

Ces trois experiences ont permis une revision radicale de la physique classique de l'epoque 
pour l'etablissement d'une nouvelle theorie de la physique denommee "physique 
quantique" ou "mecanique quantique". La mecanique quantique est la theorie qui decrit le 
monde microscopique a l'echelle des atomes, des molecules et des particules elementaires. 
Comme toute nouvelle theorie, la mecanique quantique repose sur un certain nombre 
d'hypotheses et principes. 


II- Hypotheses et principes fondamentaux de la mecanique quantique 


11-1° Hypothese de Planck - Rayonnement du corps noir (1900) 

Par definition, un corps noir est un corps capable d' absorber tout rayonnement recu 
quelque soit sa frequence v, et inversement il restitue le meme rayonnement par emission. 
Pour interpreter l'experience du rayonnement de ce corps, impossible a resoudre par les 
theories classiques, Planck stipule l'hypothese suivante : 

Les echanges d'energie entre la matiere et le rayonnement ne peuvent 
s'effectuer que par quantites discretes appelees quanta d'energie : 
E = hv 

ou h est une constante de proportionnalite universelle appelee constante de Planck, elle 
vaut 6.6262 x 10~ 34 J.s. 


Experience de rayonnement du corps noir 

II est bien cornua qu'un corps solide porte a une certaine temperature emet de 
l'energie sous forme de rayonnement electromagnetique de frequence v specifique. Le 
modele ideal d'un corps noir consiste a prendre une enceinte spherique couverte a 
l'interieur d'une couche assez epaisse de noir et menee d'un petit orifice laissant echapper 
la radiation a mesurer : 


intensite I 
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Les caracteristiques du spectre emis par un corps solide dependent de la temperature. 
Lorsque la temperature T s'eleve, la frequence v de la radiation mesuree augmente et Ton 
passe d'une radiation rouge a une radiation jaune puis blanche. A une temperature donnee, 
l'intensite de la radiation emise croit au depart, elle passe par un maximum puis elle decroit 
en fonction de la frequence. 

Les lois classiques connues de l'electromagnetisme et de la thermodynamique n'ont 
pas pu expliquer les proprietes du spectre du corps noir. Selon ces lois, les echanges 
d'energie a l'interieur d'un corps s'effectuent de maniere continue et proportionnelle a la 
temperature T : 

E f - Ei = kT 

Ei : energie de l'etat initial avant absorption de l'energie thermique, 

Ef : energie de l'etat final apres absorption de cette energie, 
k : constante de Boltzmann valant 1.3807 x 10 -23 J/K. 

Ainsi, le corps dans un etat final (Ef) revient a l'etat initial (Ei) en rayonnant de l'energie. 
Cette energie rayonnee selon les lois classiques augmente indefiniment avec la temperature 
et que le spectre emis est continu (toutes les frequences devraient etre representees dans le 
spectre). Cette prevision classique se trouve alors en complet disaccord avec les resultats 
experimentaux puisque le spectre d'emission d'un corps solide etait forme de raies 
distinctes (spectre discontinu). Ces contradictions ont incite a une revision en profondeur 
les theories classiques de l'epoque. 

Grace aux travaux de Planck, ces contradictions ont ete resolues et une nouvelle 
theorie est nee en 1900. II montre que l'etat final d'un corps ne peut avoir n'importe quelle 
energie, mais que cette energie doit avoir des valeurs determinees non pas en fonction de la 
temperature mais en fonction de la frequence v emise selon la relation : 

Ef - Ei = hv 

En d' autre terme, un corps ne peut absorber ou emettre de l'energie que par quantites 
discretes hv appelees quanta. Ainsi, Planck introduit pour la premiere fois la notion de 
quantification de l'energie qui a ouvert la voie vers l'etablissement d'une nouvelle 
mecanique. 


11-2° Hypothese d'Einstein - Effet photoelectrique (1905) 

L'effet photoelectrique a ete decouvert en premier par Hertz en 1887 et aucune 
theorie de la physique classique de l'epoque n'a permis de l'expliquer. Le phenomene de 
l'effet photoelectrique consiste en l'aptitude d'une lumiere incidente a arracher des 
electrons d'une surface metallique. Pour explique ce phenomene, Einstein emis l'hypothese 
suivante : 


La lumiere est constitute d'un flux de particules d'energie hv appelees photons. 


Par cette hypothese, Einstein montre clairement 1' aspect corpusculaire de la lumiere (ou de 
toute onde electromagnetique en generale) et que l'energie de la lumiere est quantifiee. En 
percutant les electrons de la surface metallique, sous l'effet des chocs, les photons ayant une 
energie hv suffisante arrachent les electrons de cette surface. 
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Experience de V effet photo electrique : 


II est bien connu que les metaux sont conducteurs et presenter^ a la surface des 
electrons de nature tres mobiles. Un electron ne peut etre ejecte du metal que s'il recoit 
d'une facon ou d'une autre une certaine energie suffisante puisque cet electron est lie aux 
noyaux constituants le solide. 

Le principe de l'experience de l'effet 
photoelectrique est illustre par le dispositif simple ci- 
contre. La surface metallique est consideree comme une 
cathode recevant une lumiere et une anode est disposee 
pour recueillir les electrons. Pour mesurer 1' aptitude du 
metal a injecter des electrons, un courant electrique et une 
difference de potentiel entre les deux electrodes sont 
mesures. L'experience a montre que l'effet photoelectrique 
ne se produit que lorsque la frequence de la lumiere 
incidente v est superieure a une certaine valeur limite dite frequence-seuil vs : 
si v > vs l'effet se produisant spontanement 
si v < vs l'effet ne se produisant pas 

L' extraction des electrons ne depend done que de la frequence de la lumiere et non de son 
intensite. La theorie classique de la lumiere se trouve incapable d'expliquer l'effet 
photoelectrique puisque l'energie d'une onde lumineuse est supposee seulement 
proportionnelle a son intensite independamment de sa frequence. 

Devant ces difficulties de la physique classique, Einstein a pu expliquer l'effet 
photoelectrique a partir des collisions entre les photons d'energie hv et les electrons du 
metal. Les electrons sont lies au metal par une certaine energie Ws, appelee energie de 
sortie ou energie de liaison. Cette energie est necessaire pour rompre la liaison qui 
maintient l'electron au metal. Apres extraction, 1' electron se trouve libre avec une energie 
cinetique V 2 mv 2 . 




hv 

| |mv 2 

> 

t 

r 

tz 

4 

11 

^ £ 


surface du met a 


A partir de la loi de conservation de l'energie, on obtient l'equation dite equation d'Einstein 
pour l'effet photoelectrique : 

hv = W s +|mv 2 

On peut done identifier la frequence-seuil observee experimentalement par v s = W s /h . La 
frequence vs depend bien de la nature du metal, chaque metal possede une valeur de Ws 
caracteristique. D'ou : 

1 2 

h(v - v s ) = 2 mv 

Comme l'energie cinetique est un terme positif, il est clair que le phenomene de l'effet 
photoelectrique ne peut se produire que si le metal recoit assez d'energie lumineuse 
(hv > W s ), e'est-a-dire une lumiere incidente de frequence assez suffisante (v > vs). 
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En resume l'hypothese d'Einstein, montre que la lumiere ne manifeste pas 
uniquement T aspect ondulatoire de propagation de son onde, mais egalement Y aspect 
corpusculaire photonique qui emmagasine son energie hv. II existe done pour la lumiere 
une sorte de dualite onde-corpuscule : le photon est a la fois onde et corpuscule. 


11-3° Hypothese de Louis de Broglie - Dualite onde-corpuscule (1924) 


D'apres Louis de Broglie, la dualite onde-corpuscule observee pour les photons n'est 
pas propre seulement a la lumiere, mais egalement a toutes les particules de la physique. II 
stipule que : 


A toute particule de masse m en mouvement avec une vitesse v est associee 
une onde de longueur d'onde : 



mv 


Cette relation n'est qu'une generalisation de la relation Planck-Einstein, elle peut etre 
retrouvee, dans le cas d'une onde lumineuse, a partir des relations suivantes : 

E = hv relation de Planck 

E = me 2 relation d'Einstein 


L'egalite de ces deux relations, avec v = c / /. , conduit a : 



me 


La relation de Louis de Broglie est generale a toutes les particules (photons, electrons, 
atomes, molecules, etc.), e'est-a-dire a tout objet microscopique ayant de faibles masses et 
de grandes vitesses. Toute particule en mouvement manifeste les deux aspects : l'aspect 
ondulatoire et l'aspect corpusculaire, il y a done une sorte de dualite onde-corpuscule. 

L'energie d'une onde de longueur d'onde A. donnee par : 


E = 


he 

T 


montre que pour une particule donnee cette energie est d'autant plus grande que la 
longueur d'onde associee est courte et inversement. Pour une energie donnee, la longueur 
d'onde (A, = h/mv) est d'autant plus grande que la masse ou la vitesse de la particule est 
petite. 


Experience des fentes de Young 

L' experience des fentes de Young constitue une 
verification experimental de l'hypothese de Louis de 
Broglie dans le cas des electrons. Un faisceau d' electrons 
emis par une source est dirige vers un ecran en passant 
par deux fentes. On observe un motif d' interference 
semblable aux franges d' interference dans le cas de la 
lumiere. L' observation de ces franges montre clairement l'aspect ondulatoire des electrons. 

Pour resumer, les electrons se comportent comme des corpuscules dans le 
phenomene photoelectrique et comme des ondes dans l'experience des fentes de Young, ce 
qui montre l'aspect dual de l'electron. 
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11-4° Hypothese de Heisenberg - Principes d'incertitude (1925) 

La mecanique classique permet de connaitre a tout instant la position et la vitesse 
d'un objet mobile, c'est-a-dire connaitre sa trajectoire. La mesure de Tune des deux 
grandeurs (position, vitesse) ne perturbe pas la mesure de V autre. Ce principe en physique 
classique n'est valable que lorsqu'on a affaire a des objets macroscopiques. Cependant pour 
des objets microscopiques, ce principe cesse d'etre valable. En effet, a l'echelle 
microscopique des experiences ont montre que la mesure d'une grandeur perturbe le 
systeme et entraine a une incertitude a la mesure d'une autre grandeur. Ces imprecisions 
obeissent au principe d'incertitude de Heisenberg qui s'enonce de facon generale : 

On ne peut connaitre simultanement et avec precision deux grandeurs 
physiques A et B incompatibles : 

AA AB > h avec h = h/2n 

ou AA et AB designent respectivement les incertitudes sur les grandeurs A et B. Deux 
grandeurs physiques sont dites incompatibles lorsque la mesure de l'une perturbe la 
mesure de l'autre. D'apres cette inegalite, on remarque que la mesure de A est d'autant 
plus precise (erreur AA petit) que B sera moins precise (erreur AB grand) et inversement. 
Une relation equivalente a la precedente est egalement proposee : 

5A SB > — 

2 

Dans ce cas, les deviations SA et SB sont les hearts moyennes definis par : 

fSA = A - < A > 

[5B = B-<B> 

ou les ecarts quadratiques moyennes : 

JsA = V< A 2 > -< A > 2 
[SA = V<B 2 >-<B> 2 

avec : 

< A > : valeur moyenne de la mesure de A 

< A > 2 : carre de < A > 

< A 2 > : valeur moyenne de la mesure de A 2 

Ces valeurs moyennes sont definies plus explicitement plus loin ( voir Chapitre II). 

Les grandeurs physiques incompatibles qui obeissent aux inegalites de Heisenberg, 

sont : 

(position, impulsion) — » Ax Ap x > fi 

(temps, energie) — » At AE > h 

(angle, moment cineti que) — » A(p AL Z > ti 

Devant l'impossibilite de connaitre avec precision la position et l'impulsion d'une particule 
en mouvement, le principe d'incertitude interdit toute notion de trajectoire ordinaire. Par 
contre, une particule en mouvement devrait etre vue comme un nuage et ce nuage est decrit 
par la notion de probability de presence de la particule. Cette probability est definie a partir 
d'un etre mathematique V F, appele "fonction d'onde", solution de l'equation de 
Schrodinger. 
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11-5° Hypothese d'etat quantique - Equation de Schrodinger (1926) 


La notion d'onde associee a une particule a permis a Schrodinger de developper en 
1926 sa celebre equation dite equation de Schrodinger. Pour deduire cette equation, on part 
de l'equation classique d'une onde se propageant dans l'espace avec une longueur d'onde X 
et une amplitude ®(x,y,z) : 

4tt 2 

A® + — — 0) = 0 
X 2 

Une telle equation est une equation purement ondulatoire. Pour y introduire l'aspect 
corpusculaire, on fait appel a la relation de Louis de Broglie A = h / p : 


A® + ^-p 2 ® =0 
h 2 


A®+U-® =0 
/? 2 


La quantite de mouvement p = mv peut s'exprimer en fonction de l'energie totale E (somme 
des energies cinetique et potentielle) : 

2 

E = fmv 2 + V = — — h V -> p = A /2m(E-V) 

1 2m 

La substitution de p dans l'equation de propagation de l'onde conduit a l'equation : 

A® + — (E-V)® = 0 
fi 

dite equation de Schrodinger. Cette equation decrit le mouvement d'une particule de masse 
m soumise a un champ de potentiel V. Les solutions de cette equations a rechercher sont la 
fonction ®(x,y,z) et l'energie E. La fonction ®(x,y,z) est appelee fonction d'onde qui decrit 
l'etat quantique de la particule. 

L'equation de Schrodinger peut se mettre sous la forme suivante : 

n 2 


2m 


-A + V 


® =E® 


La quantite entre crochet represente une suite d'operations mathematiques qu'on designe 
par le symbole H appele operateur hamiltonien : 

fi 2 

H = - — A + V 
2m 

Par suite, l'equation de Schrodinger prend la forme equivalente suivante : 

H® = E® 

appelee equation aux valeurs propres dont ® est la fonction propre de 1' operateur H et E 
la valeur propre associee. 

11-6° Principe de correspondance 

La mecanique quantique se base sur la connaissance des operateurs mathematiques 
qui gerent les grandeurs physiques. Pour deduire la relation de correspondance entre 
grandeurs de la mecanique classique et operateurs de la mecanique quantique, on part de la 
fonction d'onde classique associee a une onde monochromatique : 


v P(x,t) = Ae 


i27r | ^ - V t 
A 


- 10 - 


Mecanique Quantique SMC (S4)— Tes 


Cfiapitre I 


Cette fonction classique est de nature purement ondulatoire, on y introduit l'aspect 
corpusculaire via la relation de Louis de Broglie (A, = h/p x ) et l'aspect quantique via la 
relation de Planck ( v = h / E ) : 

’ (xp x -Et 
v F(x,t) = Ae" 


II est clair que si l'on veut obtenir les deux grandeurs classiques E (energie) et p x 
(impulsion), il suffit de deriver d* successivement par rapport a t et par rapport a x : 


h o y V 
i St 


EY(x,t), 


h st 

i Sx 


Px'J'Od) 


D'ou les deux relations de correspondance entre grandeurs en mecanique classique et leur 
correspondant en mecanique quantique : 

Grandeur 

E 
Px 

Ainsi, a l'energie classique E corresponde 1' opera teur hamiltonienH et a la quantite de 
mouvement p x correspond l'operateur impulsion p x . Les equations aux valeurs propres 


operateur 

ill _ ti d 

H__ ISt 
6 =A_5_ 

i Sx 


qui correspondent aux deux operateurs s'ecrivent : 

i St 




h ST 
i Sx 


Dans les deux cas, la fonction d'onde doit dependre des deux variables position x et temps t 
c'est-a-dire v F(x,t). 


Ill- Les postulats de la mecanique quantique 

La mecanique quantique, comme toute nouvelle theorie, repose sur un certain 
nombre de postulats qui servent de principes generaux applicables a tout systeme 
quantique. 

111-1° Notion d'etat quantique 

Postulat I : L'etat quantique d'un systeme physique est completement defini par une 
fonction d'onde ^(qd), fonction des coordonnees de position (q) et du temps (t) : 

^(qd) = Etat 

La variable q est prise ici au sens large permettant de reperer la position spatiale de la 
particule, elle peut etre des coordonnees cartesiennes (x,y,z), coordonnees spheriques (r,0,cp) 
ou tout autre jeu de variables. La connaissance de 'F permet d'acceder a toute information 
sur le systeme etudie tel que son energie, son moment cinetique, et toute autre propriety. 

111-2° Principe de superposition des etats 

Postulat II : Si un systeme physique peut se trouver dans des etats decrits par les 
fonctions d'onde ®i, ®2, ®n, il peut egalement se trouver dans un nouvel etat 

decrit par une combinaison lineaire de celles-ci : 

v F = £c i ® i 

i=l 

Ci etant les coefficients de participation des etats individuels. Ce postulat est introduit afin 
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de satisfaire le phenomene d' interference ou de recouvrement des ondes. 

111-3° Principe de correspondance generalise 

Postulat III : A toute grandeur physique (A) en mecanique classique correspond un 
operateur lineaire et hermitique ( A ) en mecanique quantique : 

A -> A 

L'operateur doit etre lineaire pour satisfaire le principe de superposition des etats (postulat 
IF) et hermitique pour qu'a l'operateur A correspond des valeurs propres reelles, c'est-a- 
dire mesurables ( voir Chapitre II). Par suite tout operateur hermitique et lineaire est appele 
operateur "observable". Tout operateur de la mecanique quantique s'obtient en appliquant 
les deux correspondances suivantes : 

q -> q = q p q -> p q =f^ 


En mecanique classique, l'impulsion p = mv est un vecteur a trois composantes (p x ,p y ,p z ) 
et les operateurs quantiques correspondant s'ecrivent : 


Px 


_ ft d 
i dx ' 


_ ft 

y i dy ' 


Pz 


ftd_ 
i dz 


Connaissant ces relations de base, tout autre operateur de la mecanique quantique peut 


alors etre construit : 


• impulsion 

P -> 

• energie potentielle 

V(x, y,z) _> 

• energie cinetique 

T = p 2 / 2m -> 

• energie totale 

E-T + V _> 

• moment cinetique 1 

C*) L = r a p — > 

(*) (a a b) • (c Ad) = 

(ac)(bd) - (ad)(bc) 


p = |-V p 2 = -ft 2 A 

V = V(x,y,z) 

T = p 2 /2m = -ft 2 A /2m 
H = T + V 

L = f A p = |-fAV, L 2 =-/? 2 (r 2 A-rV.Vr) 


111-4° Mesure des grandeurs physiques 


Postulat IV : Le resultat de la mesure d'une grandeur physique A dans un etat 
quantique v F n ne peut etre que l'une des valeurs propres a n de l'operateur A 
associe: 


En d'autres termes, les seules valeurs observables de 
la grandeur physique A sont les valeurs propres a n 
de l'operateur A associe. L'ensemble des valeurs a n 
forme ce que l'on appelle le spectre discret de A ; la 
valeur ao la plus basse correspond a l'etat 
fondamental de fonction d'onde 'Po et les valeurs 
superieures correspondent aux etats excites. 


A 

A 


etats excites 


etat fondamental 
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111-5° Evolution temporelle d'un systeme physique 

Postulat V : devolution dans le temps d'un systeme quantique se trouvant dans un 
etat l H(q,t) est regie par l'equation de Schrodinger generalisee : 

i St 

ou l'hamiltonien H est l'observable associe a l'energie totale du systeme qui depend 
explicitement du temps via la partie energie potentielle : 

H=T + V(q,t) 

Les systemes pour lesquels V depend du temps, on cite par exemple les systemes 
atomiques et moleculaires non isoles soumis a un champ exterieur electrique ou 
magnetique. De tels systemes evolutifs au cours du temps sont dits systemes 
non-conservatifs ou systemes dynamiques. Au contraire, dans le cas des systemes 
conservatifs, dits systemes stationnaires, l'hamiltonien H est independant du temps : 

H = T + V(q) 


c'est l'exemple des atomes et molecules isoles. Dans ce dernier cas, H n'agit que par sa 
variable d'espace q, son action sur une fonction l H(q, t) est indifferente par rapport a la 
variable t; on peut done separer les variables dans l'equation de Schrodinger. La fonction 
d'onde est alors representee par le produit de deux fonctions independantes: fonction 
d'espace ®(q) et fonction de temps T(t): 

¥(q,t) = ®(q)T(t) 


En substituant dans l'equation de Schrodinger, on obtient: 


ou bien 


T(t)Hf(q) = 


M>(q) dT(t) 
i dt 


HO(q) _ i h dT(t) 
®(q) ' T(t) dt 


On retrouve deux equations differentielles a variables independantes; par consequence 
chacun des deux membres de l'equation doit etre egal a une constante et cette constante 
n'est autre que l'energie E du systeme. L'equation dependante du temps : 


dT(t) = _iE dt 
T(t) n 

a pour solution : 

v P(t) = exp(-— t) 


de telle maniere que la fonction d'onde totale s'ecrit : 

_iE 

v F(q,t) = 'I / (q)e”^ t 


La fonction 'F(q) independante du temps satisfait l'equation aux valeurs propres : 

ELFfq) - E'F(q) 


dite equation de Schrodinger independante du temps dont ses solutions particulieres 'L(q) 
decrivent les etats stationnaires du systeme. 
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IV- Equation de Schrodinger de quelques systemes physiques 

En toute generality, pour etablir l'equation de Schrodinger d'un systeme physique, 
on fait appel au principe de correspondance ( postulat III). Selon ce principe, a toute 
grandeur physique en mecanique classique correspond un operateur hermitique et lineaire 
en mecanique quantique. 


IV-1° Equation de Schrodinger pour une particule 

Considerons une particule de masse m soumise a un potentiel scalaire V(x,y,z) et 
mobile dans un referentiel trirectangle Oxyz. A l'energie totale E, somme de des energies 
cinetique T et potentielle V, on fait correspondre l'operateur hamiltonien H qui s'obtient de 
la maniere suivante : 


E - T + V 

- A + v 

2m 

= T — (Px+Py+Pz) + V 

2m 3 


H ^ T + V 

- U +v 

2m 

= — (Px +Py +Pz) + V 


Sachant que Pp = j ( q = x, y ou z ), l'hamiltonien devient : 


H = - 


h z 


d 2 d 2 d 2 | / \ 

+ + + V(x,y,z) 


2m l dx z dy z dz z 


ou encore : 


n 2 

H = - — A + V 
2m 


L'equation de Schrodinger s'obtient en faisant agir H sur une fonction d'onde 'P : 

fi 2 


A + V PP=E? 


ou encore : 


2m 


A'P + ^J-(E-V) v f / = 0 
h 2 


Une telle equation decrit les etats stationnaires d'une particule de masse m mobile dans 
l'espace tridimensionnel Oxyz et soumise a un champ de potentiel V(x,y,z). Lorsque celle-ci 
est astreinte a se deplacer sur un axe, par exemple l'axe x, son equation de Schrodinger 
devient : 


d 2v P 


h~ 


= 0 


ou l'energie potentielle ne depend dans ce cas que de la coord onnee axiale V(x). Dans tous 
les cas, l'equation de Schrodinger est une equation differentielle du second ordre, son 
integration necessite la connaissance de la forme analytique de l'energie potentielle V. Deux 
cas de figure peuvent etre distingues : 
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(a) V = 0, c'est le cas d'une particule libre, son energie totale est purement cinetique : 


2m 


AV = E'F 


n 2 d 2v y 

2m dx 2 


= E'F 


De telles equations decrivent les mouvements libres de translation ou de rotation de la 
particule. 

(b) WO, c'est le cas d'une particule liee par un champ de potentiel issu de forces qui la 
retiennent: champ de force electrostatique ou champ de force de rappel. 

En toute generalite, un potentiel V traduit des 
interactions issues des forces F auxquelles la particule 
est soumise. Lorsqu'une force F est constamment 
dirigee vers un point fixe de l'espace, on dit que le 
champ de potentiel est de type central : 

V(x,y,z) = V(r) 

Le potentiel ne depend que de la distance r qui separe 

la particule a l'origine O. Si la force F = | F qui decrit l'interaction derive d'un potentiel, 
on ecrit : 



dr 


Ainsi, la connaissance de 1 'expression explicite de F permet la deduction de celle du 
potentiel V(r) par simple integration entre les deux homes r 0 et r : 

V(r) = - f ‘ F dr 

J ro 



la borne inferieure r 0 correspond a l'origine du potentiel et la borne exterieur r definit la 
position instantanee de la particule. En toute generalite, cette origine est choisie de telle 
maniere que la force d'interaction F ou l 7 energie d'interaction V soit nulle : 

r - r o -> F(r 0 ) - 0 -> V(r 0 ) - 0 

Cas de champs deforces electrostatiques 

Un champ de force electrostatique est un champ dans lequel deux charges 
electriques ponctuelles q et q' se repoussent ou s'attirent selon qu'elles sont de meme signes 
ou de signes opposes. En accord avec la loi de Coulomb, la force F qui regit l'interaction des 
deux charges est inversement proportionnelle au carre de la distance r qui les separent : 

F = K^_ q «q' 

r 2 r 

K etant un facteur de proportionnalite dont sa valeur depend du systeme des unites 
employees : 

K = — en MKS 
47TS 0 

K = 1 en CGS 
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En remplacant cette force dans l'expression de l'energie potentielle, on obtient : 


V(r) 



K^. 


r 


L'origine du potentiel, dans ce cas, correspond aux deux charges separees a l'infini (F=0 si 
r— >co), c'est-a-dire une origine pour laquelle les deux charges sont sans interaction V(r)=0. 

Dans ces conditions, l'equation de Schrodinger d'une particule de masse m se 
mouvant dans un champ de force electrostatique s'ecrit : 


A¥ + 




¥ = 0 


L'atome d'hydrogene en est un exemple ou l'unique electron de charge negative (q = -e) 
gravite autour du noyau de charge positive (q'= +e), son equation de Schrodinger dans le 
sy steme des unites CGS s'ecrit : 


A V F + 


2m 


E + - 


W = 0 


La fonction d'onde a rechercher dans ce cas est tridimensionnelle s'exprimant en fonction 
des trois variables d'espace v F(x,y,z). Dans le cas d'un atome hydrogenoi'de (sy steme a un 
seul electron et un noyau de charge +Ze), l'equation de Schrodinger s'ecrit : 


A'F + 


2m 


E + 


ZU 


'E = 0 


Cas de champs deforce de rappel 

Un champ de force de rappel est un champ dans lequel une masse m est 
constamment attiree vers un point fixe O par une force de rappel F. De tel sy steme est a 
l'image d'une masse m reliee a une origine fixe O par un 
ressort de constante de raideur ou constante de force k, 
dit aussi oscillateur. Sous l'effet de la force de rappel, le 
systeme effectue des mouvements oscillatoires dits 
mouvements de vibration. La masse m subit dans ce cas 
des deplacements de quantite x = r - r 0 a partir de sa position d'equilibre r 0 avec r etant la 
position instantanee apres allongement ( r > r 0 ) ou retrecissement ( r < r 0 ) du ressort. Si 
l'oscillateur est harmonique, la force de rappel F est simplement proportionnelle au 
deplacement x en suivant la loi de Hook : 

F = -kx 


o AAA'WvA 

i 

r o ’ 


Le signe negatif indique que la force F et le deplacement x s'operent dans des sens opposes. 
Comme la force de rappel derive d'un potentiel, on a : 


F = -kx 


dV 

dx 


En choisissant l'origine du potentiel au repos du systeme (F = 0 si x = 0), c'est-a-dire 
correspondant a la position d'equilibre (r = r 0 ), on aura : 

V(x) = f x kxdx = -kx 2 

' J o 2 
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Ainsi, l'equation de Schrodinger de l'oscillateur harmonique s'ecrit : 


d 2v F 2m 
dx 2 h 2 


E-— kx 2 
2 


'F = 0 


La fonction d'onde ¥ impliquee dans ce cas est une fonction monodimensionnelle v F(x). II 
existe egalement des cas ou l'oscillateur est a plusieurs dimensions. Dans le cas par exemple 
d'un oscillateur qui se deplace dans le plan (x,y), la fonction d'onde est bidimensionnelle 
v F(x,y) solution de l'equation : 


d 'F d /v F 2m 


- + - 
dx z dx" 


- + ■ 


y ti~ 


E - — k, 
2 


-A k yy 2 


+ k xy xy I'F = 0 


Le terme k xy xy traduit l'interaction des deux modes d'oscillation. Parmi les systemes 
physiques qui utilise le modele de l'oscillateur harmonique a une ou deux dimensions, on 
peut citer le cas de molecules diatomiques AB (oscillateur a une dimension) et triatomiques 
ABC (oscillateur a deux dimensions). Dans les deux cas, les liaisons chimiques sont 
assimilees a des ressorts de constante de raideur k : 




IV-2° Equation de Schrodinger pour un systeme a plusieurs particules 

Considerons un systeme physique forme de n particules de masses m 1 ,m 2 ,...,m n 
soumis a un champ de force derivant d'un potentiel V. L'energie potentielle doit s'exprimer 
en fonction des coordonnees de l'ensemble des particules VfxjyjZj, x 2 y 2 z 2 , ...,x n y n z n ) . 
L'hamiltonien d'un tel systeme s'ecrit : 

n p? n f , 2 

H = I^ + V - Z-— , A i+ v 

i 2m i i 2m i 

ou A- =— — + — — + -^— est le Laplacien associe a la particule i de masse mi. L'equation de 

5x 2 5y 2 5z 2 

Schrodinger est : 


11 h 2 

i 2m. 


V F = E V F 


Si toutes les particules ont la meme masse m j = m (particules dites identiques), on aura : 


I 


h 2 _ 
2m 


Aj +V 


V F = E V F 


La fonction d'onde V F dans ce cas doit etre exprimee en fonction des 3n coordonnees du 
systeme : 

'FfxiYiZi, x 2 y 2 z 2 , ...,x n y n z n ) = v F(l,2,...,n) 


Pour simplifier l'ecriture de la fonction d'onde, la notation v P(l,2,...,n) peut etre introduite 
sachant que i designe les trois coordonnees cartesiennes (xj , y, , Zj ) de la particule i. 
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Parmi les systemes physiques a particules identiques, on peut citer l'exemple des 
atomes. Un atome est un systeme forme d'un ensemble d'electrons de charges -e gravitant 
autour d'un noyau de charge +Ze. On est done en presence d'un systeme electrostatique 
dont l'energie potentielle est de type coulombien : 


V = 


qq' 


r 


Par exemple, l'atome d'helium (Z=2) est un systeme a deux electrons en interaction avec un 
noyau de charge +2e. Dans ce cas, on definit deux types d'energie potentielle dus a deux 
types d 'interaction: energie d'attraction electron-noyau (VNe) et energie de repulsion 
electron-electron (V ee ) : 



Par suite, l'equation de Schrodinger de l'atome s'ecrit : 


-- — (Aj + A 2 ) v P + 
2m 


2e^_2e^ + e^ 

r l r 2 >’12 j 


'P = E 1 ? 


La fonction d'onde du systeme est une fonction des deux variables electroniques : 

^0,2) = v P(x 1 y 1 z 1 ,x 2 y 2 z 2 ) 

En general, pour un atome comprenant n electrons gravitant autour d'un noyau de charge 
+Ze, les termes des energies cinetiques et potentielles s'ecrivent : 

n h 2 ■ f ii 

T = Z~— Ai 

i 2m 


V Ne - X 


£, — Ze^ 


n n 

v ee = Z Z 


i 1 i 1 < J 1 ij 

et l'equation de Schrodinger correspondant s'ecrit : 



n 

f fi 2 Ze 2 ^ 

" "e 2 

z 


+ z z — 

i 

t 2m r i J 

i < j r ii _ 


V P = E V F 


Dans ce cas, la fonction d'onde est une fonction des coordonnees des n electrons : 
v P(l>2,...,n) = v F(x 1 y 1 z 1 , x 2 y 2 z 2 , ...,x n y n z n ) 


Parmi les systemes physiques a particules non-identiques, on peut citer le cas des 
molecules qui possedent deux types de particules en mouvement: electrons qui se 
deplacent dans le champ des noyaux et noyaux qui se deplacent dans le champs des 
electrons. L'exemple de la molecule d 'hydrogene peut bien illustrer les differents termes 
impliques dans l'hamiltonien de Schrodinger : 

H = T N + T e + V Ne + V ee + V NN 
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ou T n et T e definissent les energies cinetiques des noyaux et des electrons, V Ne , V ee et 
V NN les energies potentielles d'attraction electrons-noyaux, repulsion electron-electron et 
repulsion noyau-noyau. Si la molecule comporte n electrons et N noyaux, les differents 
termes se generalisent comme suit : 


N n 2 

Tn -Z Aa/ 

a 2 Ma 

n N y . 

V Ne = Z 

i A TiA 


T e = Z — Ai 

i 2m e 


V ee = I I- 
i < J rij 



N N Za Zrc 2 
Vnn = Z I A B 
A < B RaB 

et la fonction d'onde dependant des 3n variables electroniques et 3N variables nucleaires se 
note : 

'F = TlxjyjZj, ....XHYHZH.XjYiZj, ...,X N Y N Z N ) 
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Chapitre II 

Formalisme de la mecanique quantique 


La mecanique quantique, dans son contexte le plus general, est une theorie 
necessitant une manipulation mathematique a la fois des fonctions d'ondes et des 
operateurs. Elle incite done a une revue d'ensemble d'outils mathematiques de base qui la 
constituent. 

I- Proprietes fondamentales des fonctions d'onde 
1-1° Notion de fonction d'onde 


La fonction d'ondeT en mecanique quantique est la representation de l'etat 
quantique d'un systeme physique dans la base de dimension infinie des positions (x,y,z) et 
du temps (t) : 

'P = 'P (x,y,z, t) 

Si le systeme est dans un etat stationnaire, la fonction d'onde s'ecrit : 

_ iE 

'Pfx^z, t) = v F(x,y,z) e n 


Sous cette forme v P(x,y,z,t) est une fonction complexe depourvue de tout sens physique 
direct a cause de l'existence du nombre imaginaire i = V-T . Pour en attribuer un sens 
physique, on doit prendre le carre de son module : 

|vp|- _ qy*vp 


afin d'eliminer la partie exponentielle portant le nombre imaginaire : 

v P + (x,y,z)'P(x,y,z) 


'F(x,y,z,t = v P 1 '(x,y,z) 

f iE ^ 
e n 

Tfx, y,z) 

( iE 'N 
— t 

e n 


\ 2 


\ J 


Une telle quantity est appelee densite de probability de 
trouver la particule en un point M(x,y,z) de l'espace. La 
probability de trouver la particule dans un element de 
volume dx=dxdydz entourant le point M est donnee par : 

dP = I *P I 2 dr 



dite probability elementaire. Dans tout le domaine d'espace delimitant la position de la 
particule, cette probability est donnee par l'integrale : 

P = | | v P|“dx = JJJ |'P|“dxdydz 


ou P peut prendre des valeurs comprises entre 0 et 1 : 


0<P<1 


Ainsi, la condition : 


[P = 0 particule est nul part dans l’espace ('P = 0) 

[P = 1 particule est quelque part dans l'espace (*P * 0) 


J I'Ppdx = 1 
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forme ce qu'on appelle la condition de normalisation de la fonction d'onde et ¥ dans ce cas 
est dite normee. Si l'integrale donne une valeur differente de 1 : 

Jl^dx = N 

on peut toujours la normaliser en cherchant une nouvelle fonction ¥' telle que : 

V F' = OP et j oo | v F'| 2 dT = l 

En rcmplacant V F' dans la condition de normalisation, on trouve le facteur de normalisation 

C recherche ¥'= — ^'F . 

VN 


1-2° Conditions de bonne de fonction d'onde 


Pour qu'une fonction d'onde soit une solution acceptable de l'equation de 
Schrodinger et representant reellement un etat quantique d'un systeme donne, elle doive 
satisfaire certaines conditions mathematiques dites conditions de bonne fonction d'onde : 


- continue : 


V F ne doit strictement pas posseder de 
discontinuity en aucun point de l'espace, 
pour qu'il n'y ait pas de solutions 
singulieres de l'equation de Schrodinger. 




- uniforme : 


-finie : 


- carre sommable 


V F ne possede qu'une seule valeur en un 
seul point de l'espace pour qu'il y ait une 
seule probabilite en un seul point. 


¥ ne doit posseder aucune valeur infinie 
en aucun point de l'espace pour qu'il y ait 
toujours une probabilite finie. 


continue 

V P 



uniforme 

¥ 



finie (x— >oo) 


discontinue 

'V 



non uniforme 



i ► X 

non finie (x— »co) 


l'integrale j|4 / | dx doit etre finie et convergente afin qu'il y ait une 


probabilite certaine. 

- derivable : 'F doit etre infiniment derivable : (<9 nv F/3x n finies. 


Dans l'espace de definition de la particule, il existe des points particuliers pour lesquels la 
fonction d'onde ¥ doit satisfaire certaines conditions appelees conditions aux bords ou 
conditions aux limites. Soit x e [a, b] est le domaine delimitant la position de la particule, 
dans ce cas la fonction d'onde doit avoir des valeurs 'F(a) et v F(b) finies. 


1-3° Espace d'etats et notation de Dirac 

Les fonctions d'onde en mecanique quantique ont pour propriety mathematique 
fondamentale d'appartenir a l'espace d'Hilbert direct 6 appele espace d'etats. II est forme 
de fonctions d'onde { v F 1 , v F 2 ,..., v F n ,...} de dimension infinie (n— »oo) car les variables de 
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position dans chaque fonctions v Fi(x,y,z) prennent une infinite de valeurs 
(-00 < x,y,z < +oo ). A l'espace direct 6 correspond son dual 5 caracterisant les fonctions 
complexes conjuguees { V F 1 * , ^2 > • • • > » • • • } : 

€ S -> W * e S* 

L'espace d'etats est un espace vectoriel hilbertien semblable a l'espace vectoriel euclidien. 
Une fonction d'onde 'ft de l'espace direct 6 est symbolisee par le vecteur ket | v F i ), alors 

que sa conjuguee V F* dans l'espace dual S" est representee par le vecteur bra {'1' | : 

|4 / i >e S -> ('bj | e S* 

Par definition, le ket est l'adjoint du bra et inversement le bra est l'adjoint du ket : 

I'F) = (¥| + ('Ll - |'P) + 

L'operation adjoint ( symbolisee par le signe +) correspond simplement a l'operation 
transposee-conjuguee. 

Etant donne que l'espace des etats est un espace vectoriel, on peut toujours se servir 
d'une base de fonctions d'onde connue { cp 1 , cp 2 , . . . , cp n } pour developper une fonction d'onde 
ou vecteur du meme espace : 

¥ = 1 ^ -> ¥*=£ 0 * 9 * 

i i 

ou : 

| v i / >=£c i |(p i ) ('p|=£ c *(c Pi | 

i i 

Ainsi, un vecteur ket et son bra peuvent etre represents, dans la base {q>i} consideree, sous 
la forme matricielle suivante : 

= (<p)(c) 


- (c) + (cp) + 

Proprietes : 

• multiplication par une constante X : | A.'F = U X F) , I = X * ('F | 

A|uA = |UL\ JL/w\ = /<W\ 

5 x 1 1 \ dx J ’ dx ' I \ 5 x| 

(VVVqK.d'.KCU 


b = (ki)bn) k)) c ; 2 





"(‘Pi 

X 

q = (c 

* * 

1* C 2’ • 

<) 

(<P 2 





v( ( ^ >n 

y 


• derivation : 

• linearite : 

• antilinearite : 
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1-4° Produit scalaire 


Le produit scalaire de deux fonctions distinctes est defini par : 

= J'P* v P j clT 


ou v Pi(x,y,z) et l Fj(x,y,z) s'expriment en fonction des memes variables, l'integration s'etend a 
tout l'espace de definition des variables et dx=dxdydz est un element de volume entourant 
le point de coordonnees (x,y,z). Le produit scalaire en mecanique quantique n'est pas 
commutatif contrairement au cas du produit scalaire des vecteurs euclidiens ( VjVj = VM ) : 


Ml)* |l)<l 


Dans le premier membre, le produit est un scalaire alors que dans le second c'est une 
matrice (voir plus has). 


Condition d' orthonormalisation : 

Si le produit scalaire de deux fonctions d'onde distinctes est nul, celles-ci sont dites 
orthogonales : 

Ml) = ° i# i 

Si le produit scalaire d'une fonction d'onde par lui-meme est egal a l'unite, celle-ci est dite 
normee : 

Ml) = 1 i=) 

Ces deux situations peuvent etre rassemblees en une seule, appelee condition 
d'orthonormalisation : 

V P. | V P.\ = 8- 
1 1 j / ij 

8ij est le symbole de Kronecker valant 0 si i ^ j et 1 si i = j. 


Decomposition d'une fonction d'onde : 


Soit {cp 1 ,cp 2 ,...,cp n } une base orthonormee c'est-a-dire ^cp, |cp j = 5^ . Toute fonction 'P 

appartenant au meme espace peut etre definie dans cette base sous la forme d'un 
developpement en une serie suivant : 


^ = 1^ 
i 

La decomposition de V P dans la base { cpj } entraine que les coefficients Cj sont uniques. On 
peut montrer que cette decomposition resulte simplement de la projection de V P dans la 
base (pj . Pour cela, multiplions le developpement de 'P par cp . et integrons : 





Si la base est orthonormee, le resultat de la projection V P selon la direction (pj de la base n'est 
autre que le coefficient de participation de cpj c'est-a-dire : 


vp = 


= 
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Representation matricielle d'un produit scalaire : 

Soit {cpi, 92 , . . q>n} une base de fonctions d'onde servant a developper une fonction ¥ 
du meme espace : 

^Lcjcp, <=> | x F> = (cp)(c) 

i 

Dans la notation fonctionnelle ou vectorielle, le produit scalaire de V F sur lui-meme peut 
etre represente comme suit : 

M'?) = (c) + (cp) + (cp)(c) 


- (c) + (S)(c) 


( v b| v b) = ZZ Ci c J ((p 1 (Pj) ^ 


= ZZCiC j S i 

1 j 


On definit alors une nouvelle matrice (S) = (cp) + (cp) dont ses elements sont Sy = ^cpj jcpjy, 
appelee matrice de recouvrement des fonctions de base dont sa dimension est d'ordre n x n : 



fSn 

Sl2 • 

•• sA 

(S)= 

S 2 1 

s 22 . 

•• s 2n 


Al 

S„2 • 

•• s nny 


Dans l'hypothese d'une base orthonormale, Sij = 5ij, la matrice de recouvrement est une 
matrice unite (S) = 1 : 

f \ 0 ... 0 ^ 

0 1 ... 0 


(s)= 


0 0 


et le produit scalaire se reduit a : 


(^I'b) - (c) + (c) - C J Cl + c* 2 c 2 +--- + <c n - ZCjCj - Z|c,| 

i i 

Dans ce cas, la condition de normalisation de ¥ s'ecrit : 

n l |2 

z KI =1 

i 

Le produit bra ® ket n'est pas commutatif (T | T|) ^ V F^'F|; en effet, dans l'hypothese d'une 
base orthonormale on a : 

(T I^F) = (c) + (c) et \W)(W\ = (cp)(c)(c) + (cp) + 

le premier produit est un scalaire alors que le second est une matrice carree. En effet : 


(<=;. 


c v ... c 




f c A 

L 1 

c n 


V ny 
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(c \ 

L 1 







C 1 C 2 • 

* A 

• C l C n 

C 2 


c 2’ • 

■■ <) 

- 


* 

C 2 C 1 

* 

c 2 c 2 . 

* 

• C 2 C n 

v C nJ 






v C n C I 

C n C 2 • 

* 

. C C 
n n J 


On retrouve done que le produit de (c) par (c) + n'est pas commutatif: (c) + (c) ^ (c)(c) H 


Proprietes : 

• conjugaison : 

• linearite : 

• antilinearite : 

• positivite de la norme : 


('f.l'O* = (^I'f'i) 

(®|v p 1 + *- 2 ' i ' 2 ) = x 1 (®|>p i )+>. 2 (®|>p 2 ) 

= A.*('i' 1 |®) + A.* 2 {'P 2 |®) 

I ® I = q (®j®) > o 


La norme d'une fonction d'onde est toujours positif O > 0 , elle est identiquement nulle 
seulement si la fonction d'onde est nulle 0 = 0 et si la fonction d'onde est nulle la particule 
n'existe nul par dans l'espace. 


II- Operateurs 

11-1° Notion d'operateur 

En mecanique quantique, un operateur est une operation ou suite d'operations 
mathematiques transformant une fonction d'onde d'un espace 6 donne en une autre 
fonction du meme espace : 

feS - A > AT = W' e 5 

Exemples : d/dx, o 1 / ox 2 , sin, cos, yj~ , .... Les operateurs observables qui representent les 
grandeurs physiques ont pour propriete mathematique fondamentale d'etre lineaires et 
hermitiques : lineaires pour satisfaire le principe de superposition des etats et hermitiques 
pour que leurs valeurs propres soient reelles ( voir plus has 111-1° et 111-2°). 


Proprietes : 

• multiplication par une constante : 

• somme : 

• produit : 

• associativite : 

• distributivite : 

• action sur un ket : 

• action sur un bra : 


A(LT) = X(AT) 

(A + B) T = AT + (BT) 

(AB) T = A(BT) 

(AB) CT = A(BCT) 

(A + B) C T = (ACT) + (BCT) 

a|t) = |at) 

(at| = (t|a + ou (t|a = ^a + t 
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11-2° Notion de commutateur 


En general, le produit de deux operateurs A et B depend de l'ordre dans lequel les 
operations produits AB et BA sont ecrites. L'operation ABT signifie d'abord action de B 
sur d* et ensuite action de A sur le resultat Bd* . Comme le produit AB n'a aucune raison 
d'etre egal au produit BA , on definit leur difference par un commutateur note : 

[ A,B ] = AB - BA 

Si [ A , B ] ^ 0, les deux operateurs ne commutent pas, par contre si [ A , B ] = 0 les deux 
operateurs commutent. 


Exemples : 


' 5 

= 1, 

' d 

— 


dx 


Lex J 


_d_ d_ 
dx ’ dy 


= 0 , 


[x, y] = 0 


Pour revaluation de tout commutateur, il faut agir une fonction d'onde quelconque. Ainsi, 
le premier commutateur se demontre de la maniere suivante : 


d_ 

ax 


d* 



= d> + x 


ad / _ sd' 

dx dx 


d f 


On voit dans la liste des exemples ci-dessus que les commutateurs qui operent sur des 
variables differentes commutent toujours. En toute generality, deux operateurs a variables 
independantes commutent : 

[A(x),B(y)]=0 


Proprieties : 


[A,B] 

= -[B,A] 

[AA,B] 

= [ A , A.B ] = X[B,A] 

[A,B+C] 

= [A,B] + [A,C] 

[A,B C] 

= [ A ,B ] C + B [ A ,C ] 

[ A, A n ] 

- 0 

[ A , B 11 ] 

- x'b^a, bJb'^e 1 

j=0 

[A,B]T 

= ^(Bd 1 )- Biky) ± 


Les commutateurs jouent un role important en mecanique quantique puisqu'ils sont en 
relation directe avec le principe d'incertitude de Heisenberg. 


Commutateurs et principe d'incertitude : 

On peut facilement montrer que les operateurs associes aux variables 
complementaires position-impulsion (x, p x ) et temps-energie (t, E) ne commutent pas : 

[x, p x ] = in, [t, H ] = - i ti 

Par ailleurs, le principe d'incertitude de Heisenberg concernant les grandeurs physiques 
correspondant nous enseigne que : 

AxAp x >/i At AE > fi 

Ces deux inegalites peuvent etre reliees aux commutateurs correspondant si l'on considere 
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la mesure des grandeurs dans un etat 'F suppose norme : 

Ax Ap x > | ( V F| [x,p x ] | v F) I = h 
AtAE >||(T|[t, HJ I'F) | = // 

Pour demontrer, par exemple la premiere inegalite, il suffit de calculer d'abord la valeur 
moyenne de l'operateur associe au commutateur [x, p x ] = \h : 

('F|[x,p x ]| v F) = ( x F|m| v F) = i^( v F| v F) = i/i 

ensuite calculer le module de la quantite obtenue : 

I ('F|[x,p x ]|'F)|| = | iti | = = V-i 2 tr = n 

On peut generaliser la relation d 'incertitude de Heisenberg a tout couple de grandeurs 
physiques A et B : 

AAAB > ||('F|[A,B]|'F)|| o. AAAB > || } v F*[A,B] v Fdr || 

Deux proprietes importantes peuvent en decouler : 

Propriete 1 : 

La condition pour que deux grandeurs physiques A et B soient 
simultanement mesurables avec precision est que les operateurs A et B qui 
les decrivent commutent : 

AA = AB = 0 <=> [a,b]=0 <s> AetB compatibles 

Dans ce cas, on dit que les deux grandeurs A et B sont compatibles a la mesure. 

Propriete 2 : 

Si deux operateurs commutent, ils partagent un systeme commun de 
fonctions propres. 

Si par exemple v Fo est fonction propre de A , et que A commute avec B , alors la meme 
fonction v Fo est fonction propre de B : 

A x F 0 =aT 0 , HF 0 

Propriete 3 : 

Deux grandeurs physiques A et B sont dits incompatibles a la mesure si 
les operateurs A et B qui les decrivent ne commutent pas : 

AA. A B > h <» [a,b]^ 0 AetB incompatibles 

Dans ce cas, les fonctions propres de A ne les sont pas necessairement pour B . 

11-3° Valeurs propres et fonctions propres d'un operateur 

Lorsqu'un operateur A agissant sur une fonction ¥ redonne la meme fonction 'F 
multipliee par une constante a, 

A ¥ = a'F 

on dit que *F est fonction propre de A pour la valeur propre a. Par exemple, la fonctione mx 
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est fonction propre de l'operateur d/ dx pour la valeur propre m. En effet : 

— (e mx ) = rne mx 
dx 


Propriete 1 : fonction propre 

Une fonction propre d'un operateur est definie toujours a une constante 
multiplicative pres. 

Soit V F une fonction propre d'un operateur A, on peut montrer que la fonction y = est 
egalement fonction propre de A avec la meme valeur propre : 

AW = aW 

AW'= A(w) = k(Aw) = A,(aY) = a(W) = ay 

On peut done dire que les deux fonctions V F et A. 1 ? decrivent le meme etat quantique, elles 
different seulement par la norme. Pour decrire un etat quantique par une fonction d'onde 
unique, on peut toujours la normaliser (valeur de X unique) : 

y =iw tel que (y|y) = i 

e'est-a-dire : 

x= 1 


Propriete 2 : operateurs puissances 

Si est fonction d'un operateur A lineaire, elle est egalement fonction propre de 
1' operateurs puissance A 11 quelque soit le nombre entier n : 

AW = ay -> A n W = a nv F 

Dans le cas par exemple de n=2, la relation est facilement verifiable : 

k 2 W = A(Ay = A(ay) = a(Ay) = a(ay = sl 2 W 


Propriete 3 : spectre discret 


Lorsqu'un operateur A possede des valeurs propres toutes differentes quelques 
soient les fonctions propres, on dit que A possede un spectre discret de valeurs propres, 
e'est-a-dire non degenere : 


A^ = a^j 

AW 2 =a 2 W 2 


AW n = an W n 


<s> 


Ay=a.y, i = 1, 2, ..., n 
1 1 1 7 / / / 


Dans ce cas, a chaque valeur propre ai est associee une seule et unique fonction propre y . 
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Propriete 4 : degenerescence 

Lorsqu'a une valeur propre a d'un operateur A est associee m fonctions propres 
distinctes ('Pi, 'F2, . . 'Pm), on dit qu'il y a degenerescence d'ordre m : 


A% = a 'P, 

A'F, = a 'P 2 

avec a 


V 2 


A'P V 


= a 'P 


m 




On rencontre, par exemple, des etats doublement degeneres, triplement degeneres, etc. Un 
etat est doublement degenere, si a une valeur propre est associee deux fonctions propres 
distinctes, et un etat est dit triplement degenere si a une valeur propre est associee trois 
fonctions distinctes : 

etats doublement degeneres: 

A'F, = a 'Pj 

A'P 2 = a 'P 2 


'Pi ^2 


etats triplement degeneres: 
A'F, = a 'F, 

A'P 2 = a 'P 2 
A'P 3 =a ^3 


A 


'Pi 'Po ^3 


Propriete 5 : combinaison lineaire 

Toute combinaison lineaire des fonctions propres degenerees d'un 
operateur A est aussi fonction propre de A pour la meme valeur propre. 

Soient 'Pi et 'P2 deux fonctions degenerees d'un operateur A : 

A'F, = a 'F, et A'F, =a 'P 2 


Pour la combinaison lineaire 'P = k \ 'Pi + a 2 'P2, on a : 

A(^ 1 'P 1 +^ 2 'P 2 ) = ^ 1 (a'P 1 )+^ 2 (a'P 2 ) = A, 1 (a'P 1 )+^ 2 (a'P 2 ) = a(X 1 T 1 +X 2 Y 2 ) 

On voit que la combinaison lineaire est egalement fonction propre de l'operateur pour la 
meme valeur propre. 

11-4° Valeur moyenne d'un operateur 

On doit distinguer deux cas de figure : 'P est fonction propre d'un operateur A et 'P 
non fonction propre de cet operateur. Dans le premier cas, le resultat de mesure de 
l'observable A est la valeur propre associee. Cette valeur propre peut etre determinee de 
deux manieres selon que l'on opere dans l'espace fonctionnel ou dans l'espace vectoriel des 
etats. La correspondance entre les deux ecritures est la suivante : 
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espace fonctionnel 


espace vectoriel 

A v P = a'P 

<s> 

Al'P) = a V P) 

x F*A x P = a x P*'P 



j'P^A'Pdx = aj'P* x Pdx 

<s> 

('P|A|'P) = a('P|'P) 

J'P^A'Pdx 


(>F|A|'F> 

j'P'Pdx 

(Y|Y> 


Par contre, si 'P est une fonction d'onde quelconque, c'est-a-dire non fonction propre de 
l'operateur, on determine alors une valeur moyenne. La valeur moyenne d'un operateur A 
est definie par la quantite : 


A 


( v p|a| v p) 

(y|y) 


Pour pouvoir calculer cette valeur moyenne, on doit connaitre la fonction d'onde V F. Pour 
cela, on peut toujours faire appel a une base connue de fonctions d'onde {(pi, 92, ..., (p n } du 
meme espace selon laquelle on peut developper V F sous forme de la combinaison lineaire 
suivante : 




Dans ce cas, la valeur moyenne devient : 


(A) = - 


/x c i(Pi 1 

^ Cj<Pj ) 

n n * .~i \ 

ZZCiCj^j A (pj^ 
i j 

n n * 
ZZCi'CjAy 

1 j 

(iw 

j<pj) 

ZZCiCj^i <Pj) 
1 J 

n n * 
ZZ c i c j s ij 
1 j 


avec Ay =((p i |A|(p j ) et Sy = | cpj ) . 

Si le jeu de base {(pi, 92, ..., (p n } est orthonorme, on a Sy = Sjj , et le terme au 
denominateur s'ecrit : 

nl1 * II II * II * II “ 

ZZCiCjSij = ZZCiCjbjj = ZCiCi =Z|Ci| 


La valeur moyenne devient : 


ZZciCjAj 


A = 


1 J 


Zh 


Dans le cas ou la fonction d'onde 'P est normee, c'est-a-dire Z|c; = 1 , la valeur moyenne se 

i 

reduit a : 

(A) = (>P|A|>F) = itc-CjAj 
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Propriete de derivation : 

Si l'operateur A depend par exemple de la variable x, la derivation de sa valeur 
moyenne est : 

d ( A ) * /8A\ 
dx \ dx / 


En effet, le membre de gauche a pour expression : 



alors que le membre de droite est simplement : 


Dependance temporelle d'nne valeur moyenne : theoreme d'Ehrenfest 

Considerons une grandeur physique A representee par un operateur A pouvant 
dependre explicitement du temps et dont sa mesure dans un etat quantique V F donne la 
valeur moyenne suivante : 

(A) = (¥|A|'P> 

La derivee temporelle donne : 

m 

a 


- (iAm + wf m + 


La variation temporelle de la fonction d'onde 'F peut etre deduite de l'equation de 
Schrodinger generalisee : 


espace direct 


espace dual 


H x ¥) = i h- 


FFF ) = iti 




dt 

o'V 

IK 


'HY = ( v p|h + = -i% 

ld x F 




( V F H = -in 


dt 


dt 

H hermitique 


S'F 

St 


= — IFF 
i n i ! 


— HFF 

in ' 


d'F 
d t 


1 


= TH 

i n x 1 


Le remplacement de telle quantite dans (A'j donne : 

_ /vr/|5A|\Ti\ 1 / \TJ luj A I \ I 1 


gj- \ i d 1 1 / in \ i ' > in ' i ii 

= qlf-l'P) + it<'i , |AH-HA|'P) = + r('P|[A,H]|'F) 


D'ou : 


K = K + 1([A,H]' 
dt \dt/ i n\ 


De telle variation temporelle d'une grandeur physique A porte le nom du theoreme 
d'Ehrenfest. Les deux derivations d^A'j/dt et (dA/dtj ne sont egales que si les deux 

operateurs A et H commutent [A,H] = 0. 
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11-5° Representation matricielle d'un operateur 

Rappelons que dans une base donnee de fonctions d'onde {(pi, 92, (p n {, tout ket 

I'F) et son bra (T peuvent etre representes matriciellement par : 

| v b) = ic 1 |(p 1 > o | v b) = (cp) (c) 

i 

M = ic*(cPi| O ('P| = (c) + ((p) + 

i 

avec : 


(9) = (| 

9i), 92 ),..., 9n)) (c) + = 

( C l’ 


w 


c i 

(cp) + = 

<92 | 

(c) = 

c 2 


v( ( Pn \) 


v C ny 


La valeur moyenne d'un operateur A pris dans un etat T suppose norme s'ecrit alors : 
(A) = ( v F|A| v F) = (c) + (cp) + A (9) (c) = (c) + (A) (c) 


ou (A) = (cp) + A (cp) est la matrice representative de l'operateur A dans la base (9) dont ses 
elements sont Ay = ^ |A 9 j \ . En effet le produit d'un vecteur colonne par un vecteur ligne: 


(A) = 


'<9i P 

<92 1 

,<9n | 


(A| <pi ), A| <p 2 ) a| <p n )) 


donne : 



"(9i A 9 j) 

(9i A 9 2 ) . 

•• (9iA9„)^ 


( A 
A 11 

A]2 • 

A ^ 

• A ln 

(A) = 

<92 |A|<Pi) 

(92 A 92) • 

•• (92 A 9 n ) 

- 

A 21 

A 22 • 

• A 2n 


v <9n A 9i) 

<9n|A|9 2 ) • 

•• <9n A 9 n )j 


v A n | 

A n 2 • 

• A nn y 


On peut de meme rechercher une representation matricielle de l'equation aux valeurs 
propres : 

A| Y) = a| l E) <=> A (9) (c) = a (9) (c) 

En multipliant a gauche par l'adjoint (9)" 1 " , 


(9) + A(9)(c) = a(9) + (9)(c) 
on obtient alors : (A) (c) = a (S) (c) 


Due a la presence de la matrice de recouvrement (S) , cette equation n'est pas une equation 
aux valeurs propres. Pour qu'elle en soit ainsi, il faut choisir une base orthonormee pour 
ramener (S) a une matrice unite (S) = ( 1 ) . Dans ce cas, on obtient une veritable equation 
aux valeurs propres : 

(A) (c) = a(c) 
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L'equation matricielle (A) (c) = a (c) traduit en fait un systeme de n equations homogenes et 
lineaires : 

An c i +A 12 c 2 + --- + A ln c n = ac, 

A 21 c l + A 22 c 2 + • • • + A 2n C n = ac 2 


A nl c l + A n2 c 2 +" - + A nn c n “ ac n 

que l'on peut ecrire encore : 

(A 11 -a)c 1 +A 12 c 2 +--- + A ln c n =0 
A 2 i c i +(A 22 -a)c 2 H +A 2 n c n =0 


A nl c l + A n2 c 2 +'" + ( A nn _a ) c n 

Ce systeme admet des solutions non nulles seulement si le determinant correspondant est 
nul : 

( A i i — a.) c i +A 12 c 2 + --- + A ln c n 
A 2 i c i +(A 22 - a ) c 2 hA 2 n c n n 


A n i c i +A n 2 c 2 +--- + (A nn -a)c n 

Apres developpement de ce determinant, on obtient une equation de degre n en "a" dont sa 
resolution fournira les n valeurs propres possibles (a l 5 a 2 ,...,a n ) de la matrice (A). A 
chaque valeur propre ai, on doit associer un vecteur propre (c 1 ,c 2 ,...,c n ) dont les 
coefficients s'obtiennent en resolvant le systeme d'equations correspondant. 

Ill- Classes d'operateurs en mecanique quantique 

111-1° Operateur lineaire 

Un operateur A est dit lineaire si pour tout couple de fonctions v Fj et 'Fj, il verifie 
l'egalite suivante : 

A(X i Y i +X j 'P j ) = X i (AY i ) + X j (AY j ) 

En mecanique quantique, les operateurs observables qui representent des grandeurs 
physiques, tels que l'impulsion p, le moment cinetique L, l'hamiltonien H, ..., sont 
lineaires. Cette linearite est imposee afin que ces operateurs satisfassent le principe de 
superposition des etats ( postulat II). 

111-2° Operateur adjoint 

Un operateur A admet son adjoint A + , si pour tout couple de fonctions v Fi et 'Fj, il 
verifie l'egalite suivante : 

( v F i |A + |'F j ) = ( v F j |A|'F i )* <=> j 'F* A +v Fjdx = j 'Fj A* T* dx 

Cette egalite peut etre retrouvee facilement : 

hi |A + b) = (AT, |Tj) = b| Afi)’ = (Tj lAj^i)* 
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Comme les deux integrates definissent tes elements de la matrice adjointe (A) + de la 
matrice(A) et comme 1' operation adjoint est 1' operation transposee-conjuguee, on a : 


A«=Aji 


Exemple : 

(A) = 


1 

2-i 



(A) 1 = 


1 

1 + i 


2-i 

2 


(A) 


t* 




= (A) + 


L'operateur adjoint a une grande importance en mecanique quantique, il sert a definir tes 
vecteurs bra de l'espace dual S" . En effet, si | T) est un ket propre de l'operateur A dans 
l'espace direct S, 

| V F) A| v f') = | v F) e S 

alors dans l'espace dual S * , on aura : 

(Y| - A - + - > ( v F|A + =('F| e S* 


Proprietes : 


AT) = A T) 

(A + B) + = A + +B + 

(A'F | = (^ a + 

(A + iB) + =A + -iB + 

(ta = /a +v f 

(AB) + = B + A + 

<■< 

II 

+ 

+ 

[a,b ] + = [b + ,a + ] 

(?lA) + =A,*A + 



111-3° Operateur hermitique 

Un operateur A est dit hermitique si pour tout couple de fonctions te; et v Fj, il verifie 
l'egalite suivante : 

(¥; |a| T j ) = ('Fj | A | %)* o I W* A'Fjdx = J ^ A* te'di 

Autrement dit, un operateur est hermitique s'il est egal a son propre adjoint (hermitique = 
auto-adjoint) : 

A = A + 


Dans la formulation matricielle, une matrice est hermitique si tes elements diagonaux sont 
reels, et tes extra-diagonaux sont transposes conjugues l'un de l'autre : 


Exemple : 


A ji = A 
A, r A 


Jl 


(A) = 


1 1 + i 

a 2 


La matrice n'est est hermitique, c'est-a-dire(A) = (A) + , que si a = l-i . 
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En mecanique quantique, on impose que les operateurs observables representant les 
grandeurs physiques (impulsion p, moment cinetique L, hamiltonien H, ...) d'etre 
hermitiques afin que leurs valeurs propres soient reelles, c'est-a-dire soient mesurables. 

Proprietes : 

• les valeurs propres d'un operateur hermitique sont reelles et les vecteurs 
propres sont mutuellement orthogonaux, 

• les fonctions propres d'un operateur hermitique torment une base 
orthonormee complete, 

• Si deux operateurs hermitiques commutent, ils admettent un systeme 
commun de fonctions propres, et inversement si deux operateurs 
hermitiques admettent un systeme commun de fonctions propres ils 
commutent. 


Comme les fonctions 'Fn et 'Em doivent s'annuler a l'infini (finitude des fonctions d'onde), 
alors le premier crochet est nul. D'ou : 



et la propriety d'hermiticite est demontree. 


IV- Proprietes de parite et applications 
IV-1 Notion de parite 

La parite est une propriety de symetrie qui consiste a inverser le signe des 
coordonnees d'espace d'un point M : 


Si deux operateurs A et B sont hermitiques, leurs transformes A + iB et 
A - iB sont adjoints l'un de l'autre. 


Exemple : 

Montrons que l'operateur p x = -itid/dx est hermitique sachant que x e ]-qo,+qo[ . 
La propriety d'hermiticite de p x impose que : 



Integrons par partie le membre de gauche : 





Z A 


Z A 


(x,y,z) -> (-x,-y,-z) 


M 



M 


OU 


r — > - r 


avec r = OM et r = r 


M’ 
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En coordonnees spheriques, l'operation d'inversion est equivalente a une rotation d'angle n 
autour d'un axe suivie d'une reflexion par rapport au plan perpendiculaire a l'axe de 
rotation : 

r-» r 0 ->• 7i-0 cp -» 7i + (p 

En mecanique classique, il decoule de cette propriety le principe de conservation de parite 
qui s'enonce : 

"les lois physiques ne se modifient pas lors de l'operation d'inversion 
des coordonnees d'espace d'un point materiel par rapport a l'origine" 

Ainsi, les grandeurs physiques, comme l'energie totale, moment cinetique, impulsion, ... 
conservent leurs valeurs ou leurs normes apres la transformation subie. 

En mecanique quantique, la parite est d'une importance capitale puisqu'elle permet 
d'etudier le comportement des fonctions d'onde lors de l'operation d'inversion et par suite 
elle importe des importantes simplifications des integrales. Cette operation d'inversion en 
mecanique quantique est decrite par un operateur P unitaire tel que : 

P 2 = 1 


appele operateur parite. II consiste a transformer une fonction d'onde V P( r ) en une autre 
fonction v F(-r) de coordonnees renversees : 

FF(r) = T(-r) 


Comme P est suppose unitaire, ses valeurs propres sont simplement +1 ou -1 : 

P'P(r) = ±¥(r) => v F(-r) = ±T(r) 

Les etats pour lesquels flfl-r) = + x F(r) sont appeles etats pairs, et ceux pour lesquels 
flfl-r) = -T(r) sont des etats impairs. 

Exemples : 'P(x) = sinx impaire 'E(x) = xsinx paire 

_ 2 2 

flflx) = e x paire 'E(x) = xe x impaire 

Pour le calcul des integrales, cette propriete de parite apporte de grandes simplifications 
puisqu'elle permet a n'etudier les fonctions que sur la moitie de leur intervalle de 
definition, l'autre moitie etant deduite par symetrie. En effet, si [-a,+a] est l'intervalle 
servant pour l'etude d'une fonction f(x) donnee, deux cas se presentent : 

- si f (x) est pair, on a : 

f +a f(x)dx = f° f (x)dx + f +a f(x)dx = 2f +a f(x)dx 

J— a J - a JO JO 


- si f(x) est impair, on a : 

J_ +a f(x)dx = j_° a f(x)dx + j o +a f(x)dx = -J o +a f(x)dx + J o +a f(x)dx = 0 


Dans le cas d'une integrale portee sur le produit de deux fonctions fi(x) et f 2 (x), on a : 



= 0 si 

^ 0 si 


fi(x)f 2 (x) impair 
fi(x)f 2 (x) pair 


Ces resultats peuvent etre appliques au cas des integrales ou elements de matrice en 
mecanique quantique selon le corollaire suivant : 
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Corollaire 1 : 

" L'integrale (d^ A M' J = J M' AM'dx est non nulle seulement si le produit 
'F*A'Fj est pair par inversion du signe des coordonnees d'espace" 

Si l'operateur A est invariant sous l'effet de l'operation d'inversion (par exemple 
A(x) = A(-x) ), la valeur de l'integrale suit le corollaire 2 : 

Corollaire 2 : 

" L'integrale {^dt A H' j est non nulle seulement si le produit d^HL 
est pair par inversion du signe des coordonnees de position" 

IV-2° Applications 

Cas d'une particule oscillante : 

Considerons une particule de masse m realisant des oscillations harmoniques 
suivant l'axe x. Son hamiltonien est : 

H = T + V(x) = -- — ^ + -kx 2 
2 m dx 2 2 

L'origine O (x=0) de l'axe x'Ox constitue le centre d'inversion du systeme. On voit que les 
deux termes de H, energie cinetique T et potentiel V, se conservent lors de l'operation 
d'inversion : 

T(x) = T(-x) V(x) = V(-x) 

car elles impliquent des quantites x 2 . Par suite, l'hamiltonien est invariant H(x) = H(-x) 
sous l'operation d'inversion et ses fonctions propres d'j(x) sont soit paires soit impaires. 
Considerons les trois premieres fonctions propres de H : 

'Fj = Nj e “ ax2/2 
W 2 =N 2 xe - ax2/2 
^3 =N 3 (2ax 2 -l)e “ ax2/2 

On voit que 'Ll et HA sont pairs alors que 'Ll est impair. Si nous souhaitons calculer les 
elements de matrice Hjj = ^dt |h| dfj de l'hamiltonien dans la base {Hh/IA, HA}, on ecrit : 



f H n 

H 12 

h , 3 1 

(H) = 

H 12 

^22 

^23 


l H 13 

^23 

H 33 y 


Des importantes simplifications peuvent etre apportees en faisant appel au corollaire 2 : 


H 12 = 


HAHA impair 


h 12 =o 

Hi 3 = 

('S'ljfiK), 

'Fid's pair 


h 13 ^o 

h 23 = 


HAdA impair 

-» 

h 23 =o 
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D'ou : 


(H) = 


H 11 

0 

H 1 

0 

^22 

0 

Hi 3 

0 

H 3 


On peut aussi utiliser les proprietes de parite pour le calcul explicite des elements de la 
matrice (H) . Par exemple, pour l'element Hu, on a : 

.2 j 2 ! +2 

■11 = 1 r 


2m dx 2 2 2m x 'dx 2 2 


Apres derivation et substitution, l'element matriciel prend l'expression suivante : 

■ 2 , 


H „ 


A n 2 a 2 ^ 


V 2 2m J 


'Pj X 2 PF 


Ainsi, on peut utiliser la propriete de parite des fonctions pour ecrire : 
('FJ'FA - Nf I ~e _ax dx - 2Nf ITe^dx 


w l x 2 pf, 


= 

N c 

f +c V ax2 dx 

2N f fn°° 



' — 00 

1 Jo 

= 

Nf. 

PxV^dx = 
1— 00 



N? f 

V a 


La meme demarche peut etre appliquee aux autres elements H 13 , H 22 et H 33 . 


Cas d'une particule dans un champ de potentiel central : 

Considerons une particule de masse m se mouvant dans un champ de potentiel de 
type central, l'electron de l'atome d'hydrogene en est un exemple. L'hamiltonien de tel 
systeme est : 

- /A 

H = A + V(r) 

2m 

Comme V(r) est a symetrie spherique (r 2 = x 2 +y 2 +z 2 ), l'hamiltonien est invariant sous 
l'operation de symetrie. Les fonctions propres v F nfm (r,0,tp) de H s'ecrivent comme le 
produit des fonctions radiales R n ^(r)et angulaires Y /m (0,(p) (voir chapitres suivants) : 

T nM (r,0,cp) = R n ,(r)Y to (0,(p) 

ou n, i et m sont les nombres quantiques principal, orbital et magnetique des orbitales 
atomiques de l'atome d'hydrogene. 

Comme l'operation d'inversion transforme les coordonnees (r, 0, (p) en (r, 7t-0, 7t+(p), 
la fonction radiale R n(1 ( r ) est invariante, alors que la fonction angulaire Y /m (0,cp) peut 

changer de signe. On peut montrer que l'application de l'operateur parite P a v F n/ i m (r, 0, cp) 
donne : 

= ("I) ' 1 ^nfai « ( r > ^ <P) = ("I)* m (L 71 - ~ 0, K + <p) 

La parite des etats propres de l'atome d'hydrogene est done (-l) f , e'est-a-dire si t pair 
v F n/m est pair, et inversement si i impair v F n(m est impair. 
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Sachant que l decrit la symetrie des orbitales atomiques : 

i 0 1 2 3 4 5 ... 

symetrie s p d f g h 

alors les etats atomiques s, d, g sont pairs et les etats p, f, h sont impairs. D'apres les 
expressions des premieres orbitales atomiques Is, 2s et 2p de l'atome d'hydrogene : 

Is = N ls e _r/a ° 

2s = N 2s (2a 0 -r)e- r/2a « 

2p z = N 2p r e _r/2a ° cosG 

on voit que lors de l'operation d'inversion seul le terme cos0 change de signe, alors que 

2 2 2 1/2 

r = (x +y +z“) demeure toujours positive. En effet, 

cos( Tt - 0) = cos n cos 0 - sin n sin 0 = - cos 0 
et l'orbitale 2p z est impaire. 
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Chapitre III 

Theorie du moment cinetique 


Le moment cinetique est une grandeur qui caracterise le mouvement angulaire des 
particules dans l'espace, il intervient principalement dans la resolution de l'equation de 
Schrodinger de l'atome d'hydrogene et du rotateur diatomique ainsi que dans la 
caracterisation de la symetrie des etats electroniques des atomes et molecules diatomiques. 
On distingue dans la physique des particules trois classes de moments cinetiques: moment 
cinetique orbital L, moment cinetique de spin S et moment cinetique total J. 


I- Moment cinetique orbital 
1-1° Definition 


En mecanique classique a un point materiel se mouvant avec une vitesse v autour 
d'un point fixe O est associe un moment cinetique L donne par : 


L = r a mv = r a p 

ou r est le rayon vecteur definissant la position de la 
masse m relative au centre O et p le vecteur impulsion. 
Dans le repere trirectangle Oxyz portant les vecteurs 
unitaires i, j, k selon les trois axes, les vecteurs r , p et L 
se definissent par : 

r = xi + yj + zk, p =p x i +p y j +p z k, L = L x i + L y j + L z k 


z 



Compte tenu de la definition du produit vectoriel, le moment cinetique s'ecrit sous la forme 
d'un determinant : 


L = 


Px 


j 

y 

Py 


k 

z 

Pz 


Apres developpement de ce determinant, on obtient les trois composantes classiques de ce 
moment : 


L x =yPz~ z P y 
Ly = zp x -xp 
L z = x Py-yPx 



Notons qu'en partant, par exemple, de l'expression de la premiere composante L x , les deux 
autres peuvent s'obtenir simplement par permutation circulaire des indices x, y et z. Le 
module du vecteur moment cinetique L se definit a partir de son carre : 


ou a partir de : 


L 2 = L 2 + L 2 + L 2 
| L | = | r | | p | sin a 
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a etant l'angle que fait le vecteur position r avec l'impulsion p . Si une particule est 
astreinte a se mouvoir sur un cercle de rayon r fixe, on a o=90° et le moment cinetique 
devient simplement L = rp = mvr. 

Pour passer aux expressions quantiques, on applique le principe de correspondance 
en substituant p q par son l'operateur associe p q = y-^-, ce qui donne : 


L 

L 


X 


y 


-fy— -z— 1 
i ^ dz dy J 

i T dx dz) 



avec L 2 = L 2 X + L 2 y + L 2 


L 


Z 


-fx — — y— j 

i ^ dy dx) 


En physique, on choisit souvent l'axe Oz comme axe privilegie par rapport auquel les deux 
directions Ox et Oy jouent des roles equivalents. Ainsi, le jeu des trois 
composantes L x ,L y ,L z peut etre remplace de facon equivalente par le jeu des operateurs 
L + ,L_,L Z tels que : 

L Z =L Z 

L + et L_ sont appeles operateur escalateurs. Etant donne que L x et L y sont hermitiques, 
les deux operateurs L + et L_ sont adjoint l'un de T autre : 


(L + ) + = L_ (L_) + =L + 


1-2° Relations de commutation 

En faisant usage aux definitions ci-dessus des composantes du moment cinetique, on 
peut demontrer facilement les relations de commutation suivantes : 

[L x ,Ly] — i/?L z 

[L y ,L z ] - i^L x 
[L Z ,L X ] — i*L y 

Ainsi, les trois composantes du moment cinetique ne commutent pas. En consequence, elles 
ne sont pas mesurables simultanement et ne possedent pas de systeme commun de 
fonctions propres. En revanche, chacune de ces composantes commute avec le carre du 
moment cinetique : 

[ L 2 , L q ] - 0 q - x, y, ou z 

II est done possible de mesurer simultanement le carre du moment cinetique et l'une de ses 
trois composantes. Cela signifie qu'ils admettent un systeme commun de fonctions propres. 

En particulier, si est fonction propre de L 2 , il Test egalement pour L z : 

L 2v F = aW 
L z v E=b v F 
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Avec les operateurs escalateurs L + et L_, on peut retrouver facilement les relations de 
commutation suivantes : 

[L +/ L x ] - -[L_,L x ] = hL z 

[L+/L y ] - [L_,L y ] - i#L z 
[L +/ L z ] - -hL +/ [L_,L Z ] = +KL _ 

[L + ,L_] = tiL z , [L +/ L 2 ] = [L_,L 2 ]=0 

Le carre du moment cinetique L 2 est defini soit a partir des trois composantes L x , L y , L z : 

L 2 = L 2 + L 2 + L 2 

soit a partir du jeu d'operateurs L + , L_ , L z : 

L 2 = L + L_+ L z (L z - ft) 

L 2 =L_L t +L z (L z +#) 

La premiere relation, par exemple, se demontre de la maniere suivante : 

L + L_= (L x +iL y )L x -iL y = L 2 +L 2 -i(L x L y -L y L x ) = L 2 -L 2 -i(i/?L z ) = L 2 -L Z (L Z +K) 


1-3° Expressions en coordonnees spheriques 


Un point M de l'espace peut etre repere soit par ses coordonnees cartesiennes 
(x,y,z ) soit par ses coordonnees spheriques (r,0,cp). La relation entre ces deux systemes de 
coordonnees est : 


z 


x = rsin0cos(p 
y = rsin0sin(p avec 
z = rcos0 


0 < r < oo 

0 < 0 < 71 
0 < (p < 2 7i 



L'element de volume dx = dxdydz entourant un point M a pour expression en coordonnees 
spheriques : 


dx = r 2 sin0 drd0dcp 

ou on y est identifie l'expression de l'angle solide dS = sin 0d0dcp, angle sous lequel un solide 
est repere. 


Z 
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Pour pouvoir exprimer les composantes L x , L y et L z en coordonnees spheriques, on doit 

d'abord etablir les derivees partielles 0/0q (avec q=x,y,z) en fonction de ces coordonnees. 
Pour cela, on utilise les relations courantes de changement de variables : 


0q ^dqjdr ^dqjdcp 


dQ = 





q = x, y, z 


Q = r, 9, cp 


D'abord partant de la relation r° = x 2 + y 2 + z 2 et calculons sa derivee : 

2rdr = 2xdx + 2ydy + 2zdz 



ensuite comparant a la differentielle totale : 


0r 


dx 


f dr V f dr 


dr = — dx + — dy + — dz 


v^y 


V dz 


nous en deduisons 


dr 

dx 

dr 

dy 

dr 


= sin 9 cos (p 
= sin 9 sin cp 
= cos 9 


„ dz r 

De meme en partant de la relation cos9 = z/r, nous en deduisons : 


59 

xz 

cos 9 cos cp 

dx 

r 3 sin 9 

r 

09 _ 

yz 

cos 9 sin cp 

0y 

r 3 sin 9 

r 

09 _ 

2 2 
z -r 

sin 9 

0Z 

r 3 sin 9 

r 


Enfin a partir de la relation tgcp = y/x, nous obtenons : 


0c p 
dx 
0cp 

dy * 

ap = o 

dz 


y cos cp 
cos 2 (p 


sin cp 
rsin 9 


coscp 
rsin 9 


En substituant les relations ainsi obtenues dans les expressions d/dq (avec q=x,y,z), on 
obtient : 
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— = ( sinBcosm)— + 

dx V 'dr 

— = (sinBsincp)— + 

dy dr 

d / a \3 f sin 9 

— = (cose)— - — 
dz dr i r 


cos 0 cos cp 


cos 0 sin (p 


d_ 

50 


d_ 

50 

d_ 

50 


sin (p 5 


rsin0 ) 5cp 
coscp 5 


rsin0 J 5cp 


En substituant ces derivees partielles dans les expressions des composantes du moment 
cinetique, 


l x =-| y^-z 


i 1 dz dy 


~ h( d d 
L„ = — z x — 


i V dx dz 


Lx ' I X 5y Y 5x 


on obtient les expressions en coordonnees spheriques que nous recherchons : 

A 

50 ^ ' 5(p^ 


( 5 

L x =i h\ sincp hcotg0coscp — 


T 5 d 

L v =i n\ -coscp — + cot g0 sincp — 
50 5cp 


L, - 


fi d 
i 5<p 


De meme, on peut exprimer les operateurs L + , L_ et L , dans ce meme systeme de 
coordonnees : 

L + =/ie +1<p f— + icotg0-^- 
+ 1 50 5cp 


L_ = fi e _1(p 

( 


8 . A 5 

— + icotge — 
50 5cp 


L- =-h‘ 


1 


5 5 

sin0 — + 

sin 0 50 50 


1 5 


2 ^ 


sin” 0 5cp^ 


Remarquons que l'operateur L peut s'exprimer en fonction de L z : 

f2 fi 2 d . A 5 L 2 z 
sin 0 50 50 sin 2 0 

On voit que la dependance en cp de L 2 est entierement contenue dans le terme L 2 . 

Faisons remarquer que les operateurs du moment cinetique orbital L x , L y , L z , L + , 

L_ et L 2 s'expriment uniquement en fonction des variables angulaires 0 et cp, ils sont 

independants de la variable radiale r, et c'est pour cette raison que le moment cinetique 
orbital est appele aussi "moment angulaire". 


1-4° Relation avec l'hamiltonien de Schrodinger 

Considerons une particule soumise a un potentiel de type central V(r) et se mouvant 
dans l'espace tridimensionnel Oxyz . L'operateur hamiltonien correspondant est : 

H = -|-A + V(r) 

2m 
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ou A = -j-Y + yy + yr est; l e Laplacien exprime en coordonnees cartesiennes. Le fait que le 
potentiel V(r) est de type spherique, on est amene a exprimer A en coordonnees spheriques : 


. 1 d 2 8 1 

A “ pT + ~2 

r dr dr r 


1 


8.8 1 
- sin 0 — + 


d 


2 A 


sin 0 d0 d0 sin 2 0 dcp' 


La partie entre parenthese peut s'exprimer en fonction de l'operateur L , : 

1 d 9 d L 2 

A = -=~ r z 

r 2 dr dr 


2.2 


Ainsi, l'hamiltonien prend la forme : 

r . n 2 \ 8 2 d 

2m r“ dr dr 


2mr' 


+ V(r 


On voit que la dependance angulaire 0 et (p dans H est entierement contenue dans le 

~2 

terme L" . 

On peut montrer facilement les relations de commutation suivantes : 

[H, L 2 ] - 0 
[H, L z ]= 0 

[L 2 ,L z ]= 0 

Les trois operateurs H, L 2 et L z commutent deux a deux, ils possedent done un systeme 
commun de fonctions propres. Soit Tfr,©, 9) une fonction commune, on peut ecrire : 

ILPlr,©,^) =EY(r,0,(p) 

L 2 'F(r,0,cp) = a'f / (r,0,(p) 

L z v F(r,0,(p) = b v F(r,0,cp) 


Comme L n'agit que sur les variables angulaires (0,(p), on peut proceder a la separation 

T(r,0, cp) = R(r)Y(0,cp) 


des variables en posant : 
tel que : 


HRY = ERY 

'2, 


LY = aY 
L z Y = bY 

De meme, comme L z n'agit que sur la variable 9, on cherche aussi des solutions de la 
forme: 

Y(0, cp) = F(0)O(<p) 

tel que : 

L 2 FO = aFO 
F z O = bO 

Finalement, la fonction d'onde d'une particule dans un potentiel central est formee du 
produit de trois fonctions d'onde independantes : 

W(r, 0, 9) = R(r)Y(0, 9) = R(r)F(0)O(9) 
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Pour la normalisation de telle fonction, on peut proceder a la separation des integrales 
comme suit : 


( X P| X P) = J'FVdx = J J J v F* v Pr 2 sin0drd9d(p = J R*Rr 2 drf J Y*Y sin0d0d(p = J R*Rr 2 dr[ Y*YdS 


D'ou : 


( v F| v F) = (r|r)(y|y) avec 


(R|R) = jR*R r 2 dr 
(Y | Y) = | J Y*Y sin9d9d(p 


Ainsi, lorsqu'il s'agit de calculer le produit scalaire, il est necessaire de tenir compte 
correctement des elements d 'integration r 2 dr pour la partie radiale R(r) et dS = sin 9d9 pour 
la partie angulaire Y (9, 9) . L'integrale relative a la partie angulaire peut aussi se separer en 
produit des integrales relatives aux variables 9 et 9 : 


(Y | Y) = J J Y*Y sin9 d9d9 = J F 2 (9) sin9 d9 J 0*0 d9 


Exemple: 

Normalisons la fonction radiale et la fonction angulaire suivantes : 

R(r) = Ne _r/a ° , Y(9,9) = N'cos9 

sachant que f °° x n e” ax dx = n ~ . 
n Jo n+l 


(R|R) = J°°R 2 r 2 dr = N 2 J G °rV 2r/a °dr = N : 


2 ! 


(2/a 0 ) 


N- 


oJ J 




vS 


= 1 -> N = 2 — 


Y|Y) = 0 o 27I Y 2 sin 9d9d9 = N' 2 JqJq^cos 2 9sin9d9d9 = 0d90os° 9sin 9d9 


2 


2n 

0 Lt J0' 


N' 2 [90 [- (cos 3 9) / 3 J = N' 2 (271) (2/3) = 1 


N' = 


i) 


3/2 


1/2 


Rotateur rigide : 

Un rotateur rigide est un systeme physique dont une 
masse m est libre d'effectuer des mouvements de rotation par 
rapport a un point fixe O de l'espace (rotateur spatial) sans 
aucune deformation de sa distance a l'origine (r fixe). Comme 
la particule est libre de se mouvoir, son energie potentielle 
V(r) est nulle. Dans ces conditions, l'hamiltonien de 

ft 2 1 _ 

Schrodinger H = r + V(r) sereduita: 


2m r 2 Sr 


S 2 S L 

r — + 

Sr 2mr" 



H = 


L 

2mi- 2 


L 

21 


ou I = mr 2 est le moment d'inertie. Les fonctions propres communes aux deux operateurs H 
et L 2 s'obtiennent par la resolution de l'equation aux valeurs propres suivante : 
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HY (0, cp) = EY (0, cp) 

c'est-a-dire : 

L 2 Y(0, cp) = 2IEY(0, cp) avec L 2 Y(0, q>) = aY(0, cp) 

Connaissant la valeur propre a de l'operateur L 2 , on peut done deduire les energies propres 
a 

du rotateur rieide E = — . 

6 21 

1-5° Valeurs propres des operateurs L 2 et L z 

II s'agit de determiner les valeurs a et b associees respectivement a L 2 et L z : 

L 2 Y = aY 
L z Y = bY 

Etant donne que le moment cinetique a la dimension de la constante Ti , on peut toujours 
choisir a et b sous les formes suivantes : 

a = h 2 k 
b = Tim 

tel que k et m sont des nombres sans dimensions et necessairement reelles car ils 
correspondent a des operateurs hermetiques. D'ou : 

L 2 Y = /? 2 k Y 
L Z Y = Tim Y 

Pour rechercher les nombres k et m, on parte des deux relations suivantes impliquant les 
operateurs escalateurs : 

L + L_=L 2 -L z (L z -Ti) 

L_L + =L 2 -L z (L Z +Ti) 

En supposant que la fonction d'onde Y est normee, les valeurs moyennes correspondant 
aux deux operateurs produits s'ecrivent : 

(‘ Y |L + L _ | Y) = Ti 2 [k - m(m - 1)] 

(Y |L „L + 1 Y) = Ti 2 [k - m(m + 1)] 

Compte tenu de la propriety adjoint d'un ket |A = (X +x ¥ | , on peut ecrire : 

(l _Y |l _ I Y) = Ti 2 [k - m(m - 1)] 

(l + Y |l + | Y) = Ti 2 [k - m(m + 1)] 

Les deux quantites correspondent aux normes des fonctions L + Y et L_Y qui doivent etre 
necessairement des quantites positives ou nulles. II vient : 
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k-m(m-l) > 0 

<=> 

k-m(m + l) > 0 


m 2 - m-k < 0 
m 2 +m-k < 0 


On obtient alors deux inequations de second degre en m dont leurs racines doivent obeir 
aux deux inegalites suivantes : 

i-Va i + Va 

< m < 

2 2 

-i-Va -i + Va 

< m < 

2 2 

ou A=l+4k est le discriminant commun aux deux inequations, il doit etre un nombre reel et 
positif pour que le nombre m soit reel. Si l'on pose £ = (-1 + VA) / 2 , c'est-a-dire k = £(£ + 1) , 
il vient : 

-l < m < i + 1 

-l- 1 < m < £ 


Verifiant graphiquement ces deux inegalites : 

1 1 1 ! ► m 

-l- 1 -l +£ £+1 


On voit que les deux inegalites ne sont simultanement verifiees que si le nombre m satisfait 
la condition : 

-£ < m < +£ 

Il s'en suit que m prend 2£ + 1 valeurs possibles. Finalement les deux equations aux valeurs 
propres s'ecrivent : 

L 2 Y = h 2 £(£ + \)Y 
L Z Y = HmY 

Nous verrons plus bas que le nombre m doit etre un entier positif, negatif ou nul, et le 
nombre £ doit etre strictement positif ou nul. 


1-6° Fonctions propres des operateurs L 2 et L z 

Pour trouver les fonctions propres Y(0, 9), on est amene a resoudre simultanement 
les deux equations aux valeurs propres relatives aux operateurs L z et L 2 : 


-— = nmY 
i 59 


-fr 


1 


sin 0 50 


3 8 L 

-sin0 — + 


2 > 


00 sin" 0 


Y = h z £(£ + l)Y 


Apres substitution de L Z Y par /? 2 m°Y et simplifications, nous obtenons : 
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0Y 

0cp 


= imY 


1 df. a dY) 

sin0 — 

sin 0 00 ^ 00 J 


£(£ + 1) 


sin 2 0 


Y = 0 


Etant donne que les nombres £ et m sont justes des parametres dans ces equations, les 
fonctions Y(0, cp) doivent etre recherchees pour chaque jeu de ces parametres, elles 
porteront done les labelles £ et in : 


Y *,m( 0 > ( P) = |^ m > 


De telles fonctions sont appelees les harmoniques spheriques. En procedant a la separation 
des variables en posant : 

Y Am (0,cp) = F f>m (0) O m (cp) 

on obtient : 


dO 

M 1 m 
dtp 

1 d 
sin 0 d0 


imO r 


sin0- 


dF, 


~dQ~ 


£(£ + l) 


sin 2 0 


- £,m 


= 0 


Solutions de V equation en cp : 

Les solutions de la premiere equation sont immediates, elles sont de la forme : 

O m (cp) = N e im<p 

La normalisation de cette fonction permet de deduire le facteur N : 


D'ou : 


J 0 O m O m dip = N-J o (e _im<p )(e imcp ) dep = N~\ q dcp = 2^N-= 1 
1 


yl2n 


0 < cp < 2n 


Dans l'intervalle [0, 2n], on peut verifier que la fonction O m est continue, finie, carre 
sommable et derivable mais pour qu'elle soit uniforme il faut que : 


O m ((p) = O m ((p + 27T) 

e'est-a-dire : 

e l2icm = cos(27im) + i sin(27tm) = 1 — > 


[cos(27mi) = 1 
|sin(27im) = 0 


Ainsi, cette condition mathematique impose que le nombre m doit etre un entier positif, 
negatif ou nul : 

m = 0, ±1, ±2, ...,±£ 

Par suite, la valeur propre de l'operateur L z est quantifiee par le nombre m appele dans le 
langage d'atomistique "nombre quantique magnetique". On peut montrer que les fonctions 
propres O m (cp) forment un systeme orthonorme complet : 

/o lo A = 5 

m / w m,m 
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Comme a chaque valeur propre m est associee une seule et unique fonction propre O m , on 
dit que l'operateur L z est non degenere. Par ailleurs, comme on a m = 0, ±1, ±2, . .., ±1 le 
nombre i doit etre un entier strictement positif ou nul : 

l = |m| -0,1,2, ... 

appele nombre quantique orbital (ou nombre quantique secondaire). Ainsi, la valeur propre 
de l'operateur L? est quantifiee par le nombre £ . Pour une valeur de £ donnee, le nombre 
quantique m prend 2£ +1 valeurs possibles et la quantite 21 +1 est appelee multiplicity 
orbitale. 


Solutions de V equation en 6 : 

Les fonctions F^ m (9) s'obtiennent a partir de la seconde equation ci-dessus : 

2 


1 d f . dF f>m 

sin0 

sin 0 d0 ^ d0 


+ 


1(1 + 1 ) - 


sin“ 0 


r l,m 


= 0 


Effectuons un changement de variable en posant E, = cos 0 : 

2 


d 9 dF,? m 
— (l-^ 2 )— dE + 
d^ d^ 


1(1 + 1 ) - 


1-^ 


r l,m 


= 0 


On obtient alors une equation differentielle de second ordre et a coefficients variables. Dans 
la theorie des equations differentielles, l'integration d'une telle equation possede des 
solutions de la forme : 

F|,m© = N, m Pj m| © 

ou N / m est le facteur de normalisation et pj ; m ^ (&) le polynome associe de Legendre ayant 
les expressions suivantes : 

1 1/2 

(21 + 1) 1 - 1 ml ! 

N / 


2(1+ m)! 


, n t+|m| i i , 

pH%=M (l-^ 2 ) 2 - 


1+ m 


2 1! 


d^ 


l+| i 


-( 1 -n 


Finalement, les fonctions Y^ m fonctions propres a la fois de L 2 et L z , s'ecrivent : 

Yq m (0, 9) = “7=" Pi m| (cos0)e im( p 
v2 7t 

Les harmoniques spheriques forment un systeme de fonctions propres orthonormees : 

(^,m = (F^m 1^1', m') = ^l,l’S m , m ' 

Les expressions explicites des premieres harmoniques spheriques sont donnees dans le 
tableau suivant : 
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Remarquons que les harmoniques spheriques Y^ m (0,cp) = F^ m (0) <t> m (cp) sont reelles 
lorsque m=0 et complexes lorsque rmd); ceci decoule de la forme des fonctions ( l ) m ((p) . En 
pratique, les harmoniques spheriques Y^ m (0,cp) decrivent la partie angulaire des orbitales 
atomiques d'un atome monoelectronique v F n ^ m = R n ^(r)Y fm (0,cp) de type ns, np ou nd : 

n : nombre quantique principal (n = 1,2, ..., go) 

£ : nombre quantique orbital ( 0 < i < n - 1) 

m : nombre quantique magnetique ( - 1 < m < +£ ) 

Partons de 1 'expression generale des harmoniques spheriques : 

Y/, m (e,<p) = N ( m p[ m (cos6) e im<p 

on peut montrer que l'application de l'operateur parite P a une harmonique spherique 
PY^ m (0, (p) = Y^ m (tt — 0, 7i + cp) conduit a : 

PY,, m =(-l)% m 

La parite des fonctions Y^ m (0,cp) est (— 1) ^ , c'est-a-dire : 

Y^ m (7r-0,7r + (p) = (-l) £ Y Am (0,cp) 

Si £ pair Y, m est pair, et si £ impair Y ? m est impair. Ces fonctions sont en general d'ordre 
£ en x/r, y/r et/ou z/r. Par exemple, pour les quatre premieres harmoniques spheriques 
on a : 


© 

II 

hb 

= 1 

V4n 

= 'Ll 

Y 10=^ 

I Q 

l-p— COS 0 

= ITl 

V 4tc r 

= v f 2 

Y u=V 

f sin0e +kp 
8 tc 

_ [3“ x + iy 

\ 8n r 

= ^3 

y i,-i = 

^f^-sin6 e _1<p 

V 8tc 

_ rr x ~ iy 

\ 8n r 

= ¥4 


On voit que si Y 00 restent inchange lors de l'inversion (fonction paire) alors Y l 0 , Y u et 
Yj | changent de signes (fonctions impaires) car x, y, z changent de signe. 
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Exemple d' application : 

Supposons que les quatre premieres harmoniques spheriques Y 0 0 , Y| 0 , Y u et Y l forme 
une base denommee { cpj , cp 2 > 93 > 94 } pour exprimer une matrice (A) associee a un operateur 

A suppose invariant sous toute operation de symetrie. Dans ce cas, les elements de matrice 
entre fonctions de parite differente sont nuls et la matrice se reduit a: 


All 

0 

0 

0 " 

0 

A 22 

A 23 

A 24 

0 

A32 

A33 

A34 

V 0 

A 42 

A 43 

A44J 


1-7° Action des operateurs escalateurs 
sur les harmoniques spheriques 

II s'agit d'etablir les deux relations suivantes qui montrent l'action des operateurs 
escalateurs L + et L _ sur une harmonique spherique Yp m : 

L+Y*, m = n^£(£ + l)-m(m + l) Y (m+l m< i 

+ Y^ m _! m > - £ 

Ces equations ne sont pas des equations aux valeurs propres, on voit que Yp m se 
transforme en Y t _ m+1 sous Taction de L + et en Y^ m _ 1 sous Taction de L_ . 

Pour pouvoir demontrer les deux dites equations, on doit d'abord montrer que 
L + Y|? m et L_Y^ m sont fonctions propres de l'operateur L z . Pour cela, on part du 
commutateur : 

[L z , L ± ] = ± TiE ± — » L Z L+ = L+L z + hE ± 

Appliquons l'operateur L Z L + =L + L Z + fiE + a unefonction Y i m : 

L Z (L + Y^ m ) = L + (L z Y fm ) + HL + Y em ) = L + hmY £m + fiL + Y im 

d'ou : 

L Z (L + Y, >m ) =»(m + l)(L + Y Am ) 

La fonction L + Y^ m est done fonction propre de l'operateur L z avec la valeur 
propre fi(m + 1) . Par ailleurs, on sait qu'une harmonique spherique Y, m+ | est aussi fonction 
propre de L z avec la meme valeur propre h(m + 1) : 

L z Y^ m+ i =Hm + l)Yp m+l 
En comparant a l'equation aux valeurs propres, 

L Z (L + Y 4m ) =*(m + l)(L + Y /tm ) 

on voit que les deux fonctions L + Y^ m et Y e >m+1 possedent la meme valeur propre fi ( m + 1) , 
or comme l'operateur L z est un operateur non degenere, on a necessairement : 

L+Y^ m = Y^ m+ i ou L + Y^ m = c + Y^ m+1 
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ou c + est une constante a determiner. Pour cela, calculons le produit scalaire suivant en 
supposant que les fonctions L + Y ? sont normees : 

(L+ Y^ m | L+Y^ m ^ = c + (L + Y,, m | L+ Y^ m ) = c + 

On a par ailleurs : 

(L + Y tm |L + Y* >m ) = /? 2 [k-m(m + l)] = h 2 [t(£ + l)-m(m + l)] 

Par identification, on obtient : 

c + = hj l{l + 1) - m(m + 1) 

et la relation est demontree : 

L+Y £im = /?/f(T + l)-m(m + l)Y 4m+1 

De la meme maniere, on demontre la seconde relation concernant l'operateur L_ : 

L_Y 4m =^^ + D-m(m-l)Y 4m _ 1 

Les quantites a l'interieur de la racine doivent etre positives ou nulles, par suite la premiere 
relation n'est applicable que si m < £ et la seconde si m > -£ : 

L + Y^ m = hyj £(£ + 1) - m(m + l)Y f m+1 si m< £ 

L_ Y^ m = hyj £(£ + 1) - m(m - si m>-£ 

On remarque que faction des operateurs escalateurs L + et L_ sur une harmonique 
spherique Y fm font respectivement monter et descendre le nombre quantique m 
d'un pas d'unite. D'ou l'appellation de L + par l'operateur de "montee" et L_ par 

l'operateur de "descente". Ces deux relations sont tres utiles pour la construction d'un jeu 
complet des harmoniques spheriques associees a une valeur de l donnee mais de m 
differents. Connaissant par exemple l'expression de Y f m , on obtient les expressions des 
deux jeux de fonctions suivantes : 

Yq m +2 ^ Y 

Y,, m -2 ^ Y,_, 

par action respective des operateurs L + et L _ . Notons que pour les harmoniques 
spheriques Y t+t et Y^ t qui correspondent aux valeurs extremes m = +£ et m = -£ , on a : 

L+Y^ =0 et L_Y,,_, = 0 

mais : 

L_Y £J = hju Y u _ x et L + Y^ = W 2£ Y (t _ e+l 

Afin de distinguer le nombre quantique m de la masse d'une particule m, on notera par la 
suite le nombre magnetique par in , . Dans ce cas, les ket propres communs aux operateurs 

L 2 et L z se notent simp lement par : 

L 2 |^,m^) = h 2 £(£ + \)\£,m l ) L z |f,nq) = 


Y L + Y L + 

I £,m _v * Am+l 


Y, 


,m-l 
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Remarquons ici qu'un etat decrit par un ket | £, m ( ''j donne renferme 21 + 1 sous-etats 
\£J), \£,£-l), \£,-£) appeles composantes. Dans ce cas, 21 + 1 est denommee "multiplicite 
orbital", c'est-a-dire le nombre de composantes associees a une orbitale de symetrie l . Par 
exemple, une sous-couche 2p = |l,m^ d'un atome renferme trois sous-couches 
| l,+l), 1 1,0), | l,-l) correspondant aux trois orbitales atomiques 2p x , 2p y et 2p z . 

1-8° Moment cinetique d'un systeme de plusieurs particules 

Le moment cinetique d'un systeme a n particules est defini classiquement par un 
vecteur L somme des vecteurs individuels L(v) de chaque particule v : 

L = £L(v) =XL x (v)i+iL y (v)j + XL z (v)k = L x i+L y j+L z k 

V V V V 

avec : 



L y =XLy( V ), 

l=£ l » 

V 

V 

V 

Les composantes quantiques s'ecrivent : 

n 

n 

n 

L=lL(v), 

Ly =XLy(v), 

L z =ZL z (v) 


V V V 


Les relations de commutations que nous avons etabli pour une particule sont valables ici 
pour un systeme a plusieurs particules : 

[L x ,L y ] - i/zL z 

En effet : 

[L x/ L y ] - [ZL x (v),ZLy(n)] =IS [L x (v),L y (,)] =I[L x (v),L y (v)] + I Z[L x (v),L y (n)] 

v|j, v n v v^|i 

Le second terme ou v ^ q est nul, car les operateurs individuels L x (v) et L y (q) qui portent 
sur des variables v et q differentes commutent. D'ou : 

[L x , Ly] = X[L x (v),L y (v)] = i^L z (v) = i^L z 

V V 

De meme, on peut montrer que L 2 commute avec chacune des composantes du moment 
cinetique : 

[ L 2 , L q ] = 0 q = x, y ou z 

Le carre du moment cinetique se definit comme le produit de l'operateur L par lui-meme : 

L 2 = L.L = HL(v)L(q) 

v n 

D'ou : 

L 2 = ZI[L x (v)L x (q) + Ly(v)L y (q) + L z (v)L z (q)] 

V )i 

On peut montrer facilement que l'operateur L 2 , pour un systeme a plusieurs particules, 
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peut se mettre sous la forme suivante : 

L 2 = L + L _+ L 2 - hL z 

c'est-a-dire : 

L 2 = I Z L + (v)L_ (n) + X I L z (v)L z 0) - L z (v) 

V |I V (J. V 

tels que : 

L + =lL + (v), L_=£L_(v), L z =XL z (v) 

V V V 


Dans le cas d'un systeme a plusieurs particules, les kets propres communs aux 
operateurs L 2 et L z se notent plus simplement par : 

|L,M l ) 


ou L et Ml sont les nombres quantiques totaux. Dans ce cas, on distingue les equations 
relatives a une seule particule v de celles relatives a plusieurs particules : 


L 2 (v)j£,m f ) = h 2 £(Mp,m l ,) 

L z (v)|4m^\ = ftm^,m^ 

L + (vj\£,m^ = h-y] £(£+!)- m( m+1) |.t,rrq+l) 
L _{y)\£,m £ ) = hyl £(£+!) - m(m-l) |f?,rrq-l) 
-£< m ( <+£ 


L 2 1 L, M L ) = n 2 L(L+1)| L,M l ) 

L z |L,M l ) = /M l |L,M l ) 

L + |L,M l ) = ^L(L+1 )-M l (M l +1) |l,m l +i) 
L _|L,M l ) = ^L(L+1 )-M l (M l -1) |L,M l -1) 
- L < M l < +L 

M l = Z n V( v ) 

V 

L = Z^(v),Z^(v)-l,...>0 

V V 


Dans la serie L = Z]f( v )>Z^( v ) _ l,...^0, nombre L varie de pas d'unite a partir de sa 
valeur maximale L(max) = Z] f(v) jusqu'au dernier nombre qui doit etre necessairement 
positif ou nul. Cela revient aussi a ecrire la serie comme suit : 

L(max), L(max) — 1, > 0 

Pour L donne, il existe 2L+1 kets | L, M L ), c'est-a-dire | L, L), | L, L-l), |L, -L), formant 
ce qu'on appelle les microetats, c'est-a-dire les composantes possibles de l'etat. 

Exemple : 

On considere un systeme a deux electrons dans une configuration p 2 . La sous-couche p est 
de symetrie £ - 1 et chaque electron peut occuper l'une des trois orbitales atomiques p x , p y 

et p z representees par les kets : 

|1, 1), |l, 0) et 1 1,-1) 

Les differents etats | L, M L ) du systeme a deux electrons s'obtiennent en precisant les 
valeurs possibles de L et M L . Deux methodes existent : 

lire methods : 

On part de la definition L = £{\) + £(2), £ (1) + £(2) - 1, . . . > 0 pour determiner la valeur 
maximale de L c'est-a-dire L(max) =1+1=2. En variant par pas d'unite on obtient L = 2, 1, 0.: 
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D'ou : 

L = 2 -> M l = -2, -1, 0, 1, 2 

L = 1 -> M L = -1,0,1 

L = 0 -» M l = 0 

Ainsi, la configuration p 2 engendre 9 microetats qui sont designes par : 

1 2, -2), 1 2,-1), 1 2, 0), 1 2, +l), 1 2, +2), 

1 1,-1), |1, 0), 1 1,4), 

|°, 0) 


2 gme methods : 

La deuxieme methode consiste a composer les nombres quantiques individuels selon la 
relation M L =Xrrq(v), elle est dite methode de composition des moments. Dans le cas de 
la configuration p 2 , on compose m , (1) avec rrq (2) : 


m f ( 2 )\^ 

1 

0 

-1 

1 

2 

1 

0 

0 

1 

0 

-1 

-1 

0 

-1 

-2 


Nous identifions ainsi trois series de nombres : 


M l = -2, -1, 0, 1 , 2 

-> 

L = 2 

M l = - 1 , 0, 1 

-» 

L = 1 

M L = 0 

-> 

L = 0 


qui correspondent bien aux 9 microetats trouves par la premiere methode. 


1-9° Moment magnetique orbital d'un electron 

Classiquement, une charge q e en mouvement circulaire 
cree un moment magnetique fi proportionnel au moment 
cinetique L : 

9e 


9 = yL 


Y = 


2m P 



(q e - n ie) 


y etant appele rapport gyromagnetique, m e est la masse de la particule. Dans le cas 
d'un electron (q e =-e), le moment magnetique orbital q cree par le mouvement de cet 
electron autour du noyau est : 


ja = L 

2m P 


9 Z = 


2m P 


L'operateur q z associe est : 


9z ~ L z 
2m P 


Comme les deux operateurs commutent, ils admettent un systeme commun de fonctions 
propres. Soit : 


= 

2m P 


th 

2m P 


m/P 


m ,, =0, ±1, ... ±j 
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On voit que les valeurs propres du moment magnetique sont quantifies par le nombre 
quantique magnetique np . Le rapport p B = e/?/2np est appele le magneton de Bohr. 

L'energie d 'interaction du moment magnetique p avec un champ magnetique B 
applique est : 

W = -pB 

Si ce champ magnetique est applique dans la direction Oz, cette energie devient : 

V 

qui lui correspond l'operateur : 
et les valeurs propres associees sont : 

c/zR 

W = ^np m £ =0,±l,...±£ 

2m e 

On voit que l'energie d'interaction est dependante du nombre quantique magnetique m £ . 
Ainsi, l'action du champ magnetique sur un atome provoque une levee de degenerescence 
des etats atomiques suivant le nombre quantique magnetique m , . En d'autre terme, la 
degenerescence d'ordre II + 1 d'une sous-couche I est levee par Taction du champ 
magnetique : 




2m„ 


W = -^L 2 
2m„ 


- cas des orbitales ns : 

£ = 0, np=0 => W = 0 

le champ magnetique n'a pas d'effet sur les etats ns 


-cas des orbitales np 

£ = l, np =-l, 0, +1 => W = - 

le champ magnetique provoque 
degenerescence des orbitales np 


efrB , n efrB 7 

0, + - 

2m e 2m e 

une levee de 


E 

, m=+l 

2p p = 0 

'' =-l 


Is 


m = 0 


B = 0 0 


Exemples : 

m , = 0 0 +10 -1 


- Li : ls 2 2s' 

u 

tl 



Ml = 2(0+0) 

-> 

2 

r 

II 

o 

- B : ls 2 2s 2 2pi 

ti 

tl 

t 


Ml = 2(0+0) +1 

-> 

2 

r 1 

II 

- C : ls 2 2s 2 2p 2 

tl 

tl 

t 

t 

Ml = 2(0+0) + 1 + 0 

-» 

2 

r 

II 

- Ne : ls 2 2s 2 2p 6 

H 

tl 

tl 

u ti 

Ml = 2(0+0) + 2(l+0-l) 

-» 

M l = 0 


Dans cette serie d'atomes, seuls B et C possedent un moment magnetique non nul, done 
interagissent bien avec un champ magnetique. Notons que les sous couches completement 
remplies et les sous-couche s ont toujours Ml = 0 et dans le comptage on ne prend en 
compte que les sous-couches incompletes. Par exemple, pour l'atome de scandium qui 
possede la configuration [Ar^s^d 1 , le cceur Ar et 4s ont Ml = 0 et seul 3d donne la valeur 
effective du nombre quantique magnetique de Sc. 
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II- Moment cinetique de spin 


11-1° Notion de spin 

L'experience de Stern et Gerlach (1922) a permis de 
mettre en evidence les proprietes de spin des systemes 
electroniques. Ainsi, un electron possede non seulement un 
moment cinetique orbital L dua son mouvement orbital 



autour du noyau, mais aussi un moment cinetique de spin S lie a son mouvement interne. 
Le dispositif experimental de cette experience est illustre par le schema suivant : 


source 
d' argent 



Une source produit des atomes d'argent qui sont collectes par un collimateur afin d'avoir 
un faisceau atomique fin pouvant frapper une plaque photographique situe a une distance 
du collimateur. Lorsque aucun champ magnetique n'est applique, on observe une seule 
tache au point O, alors que si ce champ est applique dans une direction perpendiculaire au 
trajet du faisceau on observe deux taches aux points A et B symetriques par rapport a O 
(OA = OB). Les deux taches observees indiquent que le moment magnetique (ou moment 
cinetique) de l'atome a interagit avec le champ magnetique. Or comme l'atome d'argent 
dans sa configuration [Kr]4d 10 5s 1 a Ml = 0, ce champ a du interagir avec un moment autre 
que le moment magnetique orbital. Goudsmit et Uhlenbeck (1925) ont denomme ce 
nouveau moment par le moment magnetique de spin j[l s lie au moment cinetique de spin S 
par la relation : 


Ps 



bsz 


-g 


e 

2m e 


S 


z 


ou g est le facteur de Lande prenant la valeur 2 dans le cas d'un electron. 

Les deux taches observees sont la preuve evidente de l'existence de deux etats 
quantiques de spin et doivent etre alors caracterises par un nouveau nombre quantique de 
spin note s. Comme la multiplicity d'un etat (nombre de composantes possibles) est donnee 
par 2s+l, on aura : 

2s + 1 — 2 — > s = -y 


Ainsi, cette experience montre que le spin d'un electron est 1/2. Les deux taches observees 
en A et B doivent correspondre a deux nombres quantiques magnetiques +m s et -m s 
respectivement tel que : 

i H 

-s < m s < +s -> s = 2 -> m s =j f 
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La manifestation de la propriety de spin n'est pas seulement propre a 1 'electron, 
d'autres particules manifestent aussi cette propriety. II existe des particules douees de spin 
entier s=l comme le photon, ou bien de spin nulle s=0 comme le meson. Ainsi, en 
mecanique quantique, les particules elementaires doivent etre distinguees entre elles non 
seulement par la masse m et la charge q, mais egalement par le spin s : 

(m, q, s) 

Le moment cinetique de spin S n'a pas d 'equivalent classique comme le moment cinetique 
orbital L; il doit etre considere comme une quantite purement quantique. Son appareil 
mathematique est fonde par analogie formelle au moment cinetique orbital ou il doit 
posseder les memes proprietes que L : 

etre lineaire et hermitique, 

obeir aux memes lois de commutations, 

obeir aux memes equations aux valeurs propres. 

Ainsi, on admet l'existence de l'operateur de spin S defini par ses trois composantes 
(S x ,S y ,S z ) tel que S 2 =S X +S 2 +S 2 . On definit alors les relations de commutation 
suivantes : 

[S x ,S y ] = ifiS z [S y ,S z ] = i/?S x [S Z ,S X ] = iftSy 

[S 2 ,S X ] = 0 [S 2 ,S y ] = 0 [S 2 ,S z ] = 0 

On definit egalement les operateurs escalateurs S + = S x + iS y et S_= S x - iS y qui doivent 
verifier les relations de commutation suivantes, 

[S z ,S ± ] = ±ihS+ [S + ,S_] - 2hS z [S 2 ,S ± ] = 0 

et obeir aux relations produits : 

S + S_ =S 2 -S Z (S z -h) 

S_S + =S 2 -S Z (S Z +^) 

La propriete de commutativite des operateurs S 2 et S z leur confere la propriete d'avoir un 
systeme commun de fonctions propres. Pour une particule de spin s donne, une telle 
fonction commune X doit verifiee les deux equations aux valeurs propres : 

S 2 X = /7 2 s(s + l)X 
S Z X = hm s X 

tel que : -s < m s < +s 

La fonction de spin X est une fonction particuliere impliquant une variable discrete notee a 
ne pouvant prendre que certaines valeurs. De telle fonction X(g) decrit l'etat quantique de 
spin d'une particule, elle depend des valeurs des deux nombres quantique s et m s et qu'on 
la note par X S/ ms. Dans l'espace d'etats direct, ces fonctions sont representees par les vecteurs 
kets |s,m s ) et leurs conjuguees dans l'espace dual par les bra (s,m s | associes : 

|s,m s ^ e S — > ( S > m s | e S* 
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Dans le cas d'un seul electron, cet espace est de dimension deux forme par les ket \ 
et | ^ , - -0 qu'on note communement par les fonctions a et P respectivement : 

a = |t‘ , + 2") symbolise par 

P = |^-y) symbolise par 

Etant donne que les operateurs S 2 et S z sont supposes hermitiques, les deux fonctions de 
spin a et P forment une base orthonormee complete a deux dimensions: 

(a | a) = (P|p) = 1 
(a|p) = (p|a) = 0 

II s'ensuit que S 2 et S z appliques a ces fonctions donnent : 

S 2 a = -|/z 2 a S 2 p = J/z 2 p S z a = +±ha S z p = -i/ip 

Les applications des relations relatives aux operateurs escalateurs : 

S + 1 s, m s ) = hy]s(s + 1) - m s (m s + 1) | s, m s + 1) 

S_|s,m s ) = ^^s(s + l)-m s (m s -l) |s,m s -l) 

permettent de deduire les resultats de l'action de ceux-ci sur les fonctions de spin a et P : 

S + a = 0 S + p = ha S_a = /?p SJ3 = 0 

11-2° Relation avec l'hamiltonien de Schrodinger 

Dans 1' approximation non relativiste, l'hamiltonien d'une particule soumise a un 
potentiel de type central : 

fi 2 

H = A + V(r) 

2 m e 

est un hamiltonien independant de la variable de spin a. Par suite, les operateurs H, S 2 et 
S z commutent deux a deux : 

[H,S 2 ] = 0 [H,S z ]-0 [S 2 ,S z ]=0 

Les trois operateurs possedent done un systeme commun de fonctions propres. Soit 
v L(r, 0 ,cp,a) une telle fonction, on ecrit : 

(r , 0, (p, a) = E'F (r , 0, (p, a) 

S 2 v P(r, 0 , cp, a) = ft 2 s(s + 1 )^ (r, 0 , (p, a) 

S z 'L(r,0,(p,a) = ^m s 'L(r,0,(p,a) 

Comme l'hamiltonien et les operateurs de spin operent sur des variables independantes, on 
procede a la separation des variables en posant : 

^(^ 0 , 9 , 0 ) = cD(r,0,(p)X(a) 


m 

m 
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II vient : 

HO(r, 0, (p) = EO(r, 0, (p) 

S 2 X(o) = ft 2 s(s + l)X(a) 

S z X(o) = /zm s X(o) 

Ainsi, la resolution de la premiere equation se fait independamment des deux autres 
equations relatives au spin. 

11-3° Spin d'un systeme a plusieurs particules 

Pour un systeme a plusieurs particules, les operateurs S x , S y et S z sont simplement 
somme des operateurs individuels : 

S x =lS x (v) S y =SS y (v) S z =£S z (v) 

V V V 

Le carre du moment cinetique de spin S 2 =S 2 +S 2 +S 2 est donne par : 

S 2 =S + S_+S 2 -^S z 

avec : 

S + =ZS + (v) s^ = zs_(v) s z =ss z (v) 

V V V 

On peut montrer facilement que les operateurs S 2 et S z d'un systeme a plusieurs particules 
commutent : 

[S 2 ,SJ=0 

Par suite, ils possedent un systeme commun de fonctions propres. Soit X(gi, 02 , ..., a n ) une 
telle fonction, il vient : 

S 2 X(a 1 ,G 2 ,...,G n ) = /? 2 S(S + l)x(G 1 ,G 2 ,...,G n ) 
S z X(a l ,G 2 ,...,a n )=hM s X(a l ,a 2 ,...,a n ) 

Les nombres quantiques totaux S et Ms doivent verifier les conditions suivantes : 

-S < Ms L +S 
M s =Em s (v) 

V 

S = Es(v),Es(v)-l,..„>0 

V V 

Un etat quantique de spin est caracterise par les deux nombres quantiques S et Ms, et 
chaque composante ou microetat sera represente par un ket S. . Comme Ms prend 

2S+1 valeurs possibles, l'etat quantique du systeme est caracterise par la quantite 2S+1 
appelee multiplicity de spin, elle prend les appellations suivantes selon les valeurs du 
nombre quantique S : 


s 

0 - 1 - 

u 2 1 2 

2S+1 

Appellation 

1 2 3 4 

Singulet Doublet Triplet Quadruplet 
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Exemple 1: 

Soit un systeme a trois electrons occupant la sous couche p, c'est-a-dire un systeme dans la 
configuration electronique p 3 . Pour recenser les nombres quantiques S et Ms et les 
microetats |S,M § ^ possibles, on utilise la methode de composition des moments selon la 

relation Ms- m s (l)+m s (2)+m s (3). A cet effet, on doit construire un tableau a trois entres 
faisant intervenir les trois nombres quantiques m s (l), m s (2) et m s (3). Pour simplifier, on 
procede d'abord par la composition de m s (l) avec m s (2) et ensuite le resultat obtenu 
Ms(l,2)=m s (l)+m s (2) se compose avec m s (3); cela 
revient a considerer la configuration p 3 comme 
etant le resultat de la composition de deux 
configurations p 2 ®pl Pour la configuration p 2 , 
cette composition donne les resultats dans le 
tableau ci-contre. Ainsi, on obtient quatre nombre 
Ms(l,2) = 1, 0, -1, 0. Ces derniers doivent se composer avec le nombre m s (3) pour donner le 
nombre quantique total Ms(l,2,3) de p 3 : 

10-10 

1 1111 

2 2 2 2 2 

1 1111 

2 2 "2 "2 '2 




Nous identifions ainsi trois series de nombres : 


M s 

_ 3 1 1 

2’ 2’ 2 ’ 

3 

2 

-» 

s - 3 

2S + 1 = 4 

M s 

_ 1 1 
V 2 


— > 

S' - 1 
b - 2 

2S'+1 = 2 

M s 

_ 1 1 
2’ 2 


— > 

S" - L 

b “ 2 

2S"+1 = 2 


La configuration p 3 engendre done trois etats distincts: un quadruplet et deux doublets. Les 
microetats contenus dans chaque etat sont : 

Etats (2S+1) Microetats | S, Ms) 


Quadruplet 

|l+l\ 
2’ 2/' 

1 3 , 1 \ 1 3 1 \ 1 3 3\ 

2’ 2/' | 2 ’ 2 !' \ 2 ’ 2/ 

Doublet (1) 

I 1 + 1 ), 1 
2 ’ 2/' 

|i -1\ 
2’ ir 

Doublet (2) 

|i+l\ 

2 ’ 2/' 

|i _i\ 
2’ 2 r 


Exemple 2 : 

- Li : ls 2 2si 

u 

tl 


M s=4-i)=° 

-> 

s = 0 , 2 S + 1 = 1 

- B : ls 2 2s 2 2pi 

u 

u 

t 

m s = 2 (M)+M 

-> 

S = y, 2S + 1 = 2 

- C : ls 2 2s 2 2p 2 

w 

tl 

t t 

M s= 2 (t-|) +2 (t)=' 

— > 

S = l, 2S + 1 = 3 

- Ne : ls 2 2s 2 2p 6 

tl 

tl 

tl tl tl 

Ms= 2 (|-|)+3(|-i)=0 

-> 

S = 0 , 2S + 1 = 1 

On voit que l'etat fondamental de Li et de Ne est un singulet, alors que B est un doublet et 


C un triplet. 

Notons que la premiere methode ( exemplel ) donnent tous les etats possibles 
fondamental et excites issus d'une configuration electronique donnee, alors que la seconde 
methode ( exemple 2) ne donne que l'etat fondamental de la configuration consideree. 
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III- Moment cinetique total 

Pour une particule quantique, les moments cinetiques 
orbital L et de spin S se composent pour donner une resultante 
J appele moment cinetique total : 

J = L + S 

Si L et S caracterisent respectivement le mouvement orbital et le mouvement de spin de la 
particule, alors J traduit la maniere dont les deux moments L et S sont couples et orientes 
l'un par rapport a l'autre. 

Les operateurs composantes J x , J y , J z s 'ecri vent simp lement : 



Jx _ L x +S x Jy Ly+Sy J z -L z +S z 


Ces composantes obeissent aux meme lois de commutation que celles etablies pour les 
moments cinetiques orbital et de spin : 


[ J x , J y ] = ihJ 
[J 2 ,JJ=0 


Z 



Pour les operateurs escalateurs J + = J x + i J y et J_ = J x - i J y , on definit aussi : 


J 2 = J + J_ + J Z (J Z -h) 

J 2 = J_J + + J Z (J Z +h) 

En calculant le carre du moment cinetique total J 2 , on fait apparaitre un terme important 
en physique appele terme de couplage spin-orbite : 

J 2 = (L + S) 2 = (L + S)(L + S) = L 2 + S 2 + LS + SL 

Comme L et S operent sur des variables differentes, ils commutent. II vient : 

J 2 = L 2 +S 2 +2LS 

D'ou l'on tire le terme : 


LS = |(J 2 -L 2 -S 2 ) 

appele terme de couplage spin-orbite ou couplage LS. 

La commutativite des operateurs J 2 et J z entraine la possibility de les mesurer dans 
le meme etat quantique : 

J 2 'P = /7 2 j(j + l>F 
J z x P = f7m j 'P 

avec : — j < m j < + j 

m j = +m s 

Dans ce cas, la fonction d'onde d'une particule doit dependre des coordonnees d'espace 
(r,9,(p) et de spin (a) ainsi que du jeu des nombres quantiques j et m } : 

' F = VF j,m J (r,0,<p.<*) 

Pour simplifier l'ecriture de cette fonction d'onde, on utilise la notation vectoriel | j, . 
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Pour un systeme a n particules, cette fonction d'onde est evidemment fonctions des 
coordonnees des n particules v F(r 1 ,0 1 ,(p 1 ,a 1 , r 2 , 02 ,cp 2 ’ a 2 ’ r n ,0 n ,(p n ,a n ) e t dependant 
des nombres quantiques totaux J et Mj : 


tels que : 


J 2x P = fr]{] + l) x F 
J Z W = ^Mj'P 
-J < Mj < +J 
Mj — Ml + Ms 

M j = Z m j( v ) = Z[ m /?( v )+ m s( v )l 


On peut montrer que le nombre quantique total J obeit a l'inegalite suivante : 

| L — S | < J < |l + s| 

ou J parcourt les valeurs de | L + S | a | L — S | par pas d'unite : 

f L entier positif ou nul 

J = L+S, L+S-l, — , — | L — S | < S entier ou demi-entier, positif ou nul 

l J entier ou demi-entier, positif ou nul 

Pour demontrer l'inegalite |L-S|<J<|L + S|,on precise d'abord les conditions auxquelles 
doivent obeir les nombres quantiques : 


-L < Ml < +L ML(max) = L ML(min) - -L 

-S < Ms ^ +S Ms(max) = S Ms(min) = -S 

-J < Mj < +J Mj(max) = J Mj(min) = -J 

La valeur maximale que peut prendre Mj est : 

Mj(max) = ML(max) + Ms(max) = L + S 

Or, comme Mj(max) = J done la valeur maximale que peut prendre le nombre J est : 

J(max) = L + S 

De la meme facon, on peut demontrer que la valeur minimale que peut prendre le nombre J 
est : 

J (min) = | L — S | 

La quantite L-S doit etre prise en valeur absolue pour s' assurer que le nombre J soit 
toujours un nombre positif. Le nombre J peut etre entier, demi-entier ou nul selon les 
valeurs de L et S. On distingue ici deux cas : 

Si L > S, on a L - S < J < L + S et le nombre variable dans ce cas est S, par suite J 
prend (2S+1) valeurs possibles. 

Si L < S, on a S - L < J < L + S et le nombre variable dans ce cas est L, par suite J 
prend (2L+1) valeurs possibles. 
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Exemples : 

- Configuration electronique p 1 : 

Le seul electron a les nombres quantiques l - 1 et s= ^ . Par suite, le nombre j verifiant la 
condition |f-s| <\<i +sest : 


1 


- < i< 

2 “ J 




2 

2 


En tenant compte du couplage spin-orbite, la configuration p 1 engendre deux etats distincts 
l'un a j = \ et l'autre a j = • Ici on a l > s, done j prend (2s+l)=2 valeurs possibles. 


- Configuration electronique p 2 : 

Pour chacun des electrons, on a l (1) = l (2) = 1 et s(l) = s(2) = . Avant de pouvoir recenser 

les valeurs possibles de J, on doit d'abord determiner les valeurs des nombres L et S selon 
les relations : 


L = I£(v),If(v)-l,..„>0 

V V 

S = ls(v),ls(v)-1,...,>0 

V V 


on obtient : 


L = 2, 1, 0 et S - 1, 0 


II existe six manieres pour composer les nombres L et S afin d'engendre les nombres J 
possibles : 

(L=2, S=l), (L=2, S=0), (L=l, S=l), 

(L=l, S=0), (L=0, S=l), (L=0, S=0) 


Par exemple, on a : 

(L=2, S=0) -* 2 < J < 2 

(L=l, S=l) -* 0 < J < 2 

(L=0, S=0) -* 0 < J < 0 


1 = 2 

j - 0, 1, 2 
j = 0 
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Chapitre IV 

Systemes quantiques simples 


I- Introduction 


Un systeme quantique simple est un systeme dans le quel une particule est soumise 
a un champ de potentiel bien defini permettant la resolution exacte de son equation de 
Schrodinger : 


( 


V 


2m 


A + V(x, y,z) 


Y = EY 


Toute la difficulty pour la resolution de l'equation de Schrodinger provient du terme 
potentiel V. A chaque champ de potentiel correspond un modele en mecanique quantique : 
au potentiel nul V = 0 correspond le modele de la particule libre ou rotateur libre, 
au potentiel constant V = Vo correspond le modele du puit de potentiel ou barriere 
de potentiel, 

au potentiel central V(x,y,z) = V(r) correspond le modele de l'oscillateur harmonique 
ou atome d'hydrogene. 

En toute generality, une particule est apte a effectuer des mouvements dans l'espace de type 
translation, rotation, vibration ou gravitation. 


II- Particule libre 

Une particule est dite libre si elle n'est soumise a aucun champ de force, son energie 
potentielle est nulle (V=0) et seule l'energie cinetique caracterise son mouvement : 

ti 2 

AY = E'F 

2m 

Dans ce cas, deux types de mouvements peuvent etre realises par cette particule : 
mouvement de translation ou mouvement de rotation. 


11-1° Mouvement de translation : 


-> x 


Soit une particule de masse m libre d 'effectuer un 

mouvement de translation suivant l'axe x. Un tel mouvement P 

est caracterise par la quantity de mouvement (p = mv). m 

L'hamiltonien d'un tel systeme est : 

~ f>z ~ h 2 d 2 

H = — H = 

2m 2mdx- 

Comme H et p x commutent, alors une fonction propre de l'un est egalement fonction 
propre de 1' autre : 


P x v E = a p 'E ^^ = EY 

2m 

a p et E sont les valeurs propres associees qui sont necessairement reelles puisque les 

operateurs qui les donnent sont hermitiques. Comme p x Y = apY, la valeur propre de H 

2 

est E = — — > 0 . Ainsi, pour une particule effectuant un mouvement de translation libre, 
2m 
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les energies propres sont positives. Comme E n'est conditionnee par aucun nombre discret, 
le spectre des valeurs propres est continu; l'energie de translation est done non quantifiee. 

Les fonctions propres communes aux deux operateurs H et p x peuvent s'obtenir par 
simple integration de T equation differentielle relative a p x : 


h cTT 
i dx 


ap'E 


dx h 


'F(x) = Aexp| -^-x 


Une telle fonction est particulierement non finie lorsque x— >+oo et non carre sommable, 
done elle n'appartient pas a l'espace d'Hilbert decrivant les etats lies. En conclusion, le 
mouvement libre de translation est un mouvement non quantifie, il est caracterise par un 
spectre continu, energies positives (E > 0) et etats non lies ( V F non carre sommable). Parmi 
les exemples courants de particules libres, on peut citer 1 'electron envoy e a l'infini lors d'un 
processus d 'ionisation d'un atome : 

A — > A + + e” 


11-2° Mouvement de rotation : 

a)_ Rotateur rigide plan : 

Considerons une particule de masse m astreint a se 
mouvoir sur un cercle de rayon r fixe autour de l'axe z avec 
une vitesse angulaire co uniforme : 

_ dep _ v 



Un tel systeme est dit rotateur rigide plan, la position de la particule est reperee a chaque 
instant par l'angle cp qui parcourt les valeurs de 0 a 2n dans le plan xOy . Comme la 
particule est libre (V=0), son energie de rotation est purement cinetique : 


E 


— mv 2 =— m(cor) 2 
2 2 


1 

2 


(mr 2 )co 2 


En identifiant l'expression du moment d'inertie I = mr , cette energie devient : 


E = — Iced 
2 


Un tel mouvement doit etre caracterise par le moment cinetique ( L = r a p ) suivant l'axe z, 
e'est-a-dire : 

L z = r»mv = mr 2 a> = Ico 

L'expression de l'energie cinetique du rotateur en mecanique classique est : 


E = 


L 

zSl. 

21 


qui lui correspond en mecanique quantique l'operateur suivant : 


g = 4 M 

21 21 dep 2 


- 67 - 


Mecanique Quantique SMC (S4)— Tes 


Cfiapitre IV 


L'equation de Schrodinger du systeme est : 


d 2v F 

d(p 2 


+ 


2IE 

h 2 


'F = 0 


En posant k 2 = 2 IE/ft ? l'equation devient : 


d 2v F 

dcp 2 


+ k 2 ¥ = 0 


La solution generale est de la forme : 

vp = Ac ik< P 


On peut verifier que cette fonction est une bonne fonction d'onde dans l'intervalle [0, 2 tx], 
elle est particulierement de carre sommable ce qui permet de determiner le facteur de 
normalisation A : 

f 27tv F* v Fd( P = [ 27I A 2 d(p = A 2 2 ti = 1 -> A = — L 

J0 J0 V2ti 

mais 'F n'est uniforme que si 'F(cp) = ^(q+ln), c'est-a-dire : 

e lk271 = cos(k27t) + isin(k27r) = 1 

Cette relation n'est verifiee que si m est un nombre reelle positif, negatif ou nul : 
k = 0, + 1, + 2, ... avec k 2 =2IE tfr 

Finalement, les solutions pour le probleme d'une particule tournant sur un cercle de rayon 
fixe (rotateur rigide plan) sont : 

E k =— k 2 'F k (<p) = - ? Le ilHp 

21 V2^ 


On voit que la quantification de l'energie est introduite grace a la condition aux limites 
(finitude de la fonction d'onde dans l'intervalle 0 et 27t). 

Quelque soit le nombre quantique k, c'est-a-dire quelque soit l'etat quantique 'Fk, la 
densite de probability prend une valeur constante : 


D(<p) = M 2 = 'J’t'J’k 


^ c ik( pl ( * c ik<p l = — 

V2 n ) \yf2n J 2n 


La separation energetique entre deux niveaux successif k et k+1 est donnee par : 

ft 2 

AE = — (2k + l) 

21 v 2 

L'intervalle AE croit avec k. Si le systeme tournant est un objet macroscopique (masse m 
grande, moment d'inertie I grand), l'intervalle energetique tend vers zero (AE— >0) et la 
quantification disparait; on obtient alors le resultat de la mecanique classique (energie 
continue). 
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b) Rotateur rigide spherique : 

Un rotateur spherique est un systeme pouvant effectuer des rotations dans toutes les 
directions d'espace. Les molecules diatomiques sont des exemples de rotateurs spheriques. 
Considerons une molecule diatomique AB ou les deux atomes de masses mA et mB sont 
separes par une distance r supposee fixe (rotateur rigide spherique) : 


£, z % z 




Le systeme pivote autour du centre de masse G et si l'on prend ce centre comme origine on 
peut montrer que le systeme a deux corps se ramene en un seul corps de masse reduite q 
tournant autour d'un axe t, perpendiculaire a l'axe internucleaire. La position du centre de 
masse est definie a partir des deux egalites suivantes : 


soit : 


m A r A= m B r B> r = r A + r B 


m A + m f 


-r , 


m A +m, 


Dans l'hypothese d'un rotateur ou les deux masses ne sont soumises a aucun champ de 
force, l'energie de rotation est une energie purement cinetique : 

E = Lm A vi +^m B v| 


Si la rotation est uniforme, c'est-a-dire que les deux masses tournent avec la meme vitesse 
angulaire co , on ecrit : 



L'energie cinetique devient : 

_ 1 9 2 1 2 2 1 1 to 1 T 2 

E = - m A r A®" +- m B r B® = - m A r A+ m B r B® = 

ou I denote le moment d'inertie de la molecule : 


I 


= m A r A +m R n 


m A m B r 2 

m A +m B 


qr 


2 


Nous trouvons done que le moment d'inertie des deux masses mA et mB se ramene a celui 
d'une simple masse q dite masse reduite. En vertu de ces hypotheses, le seul moment 
d'inertie non nul est le moment par rapport a l'axe £,, appele axe principal d'inertie. Ainsi, 
la seule rotation que l'on doit considerer dans le cas de molecules diatomiques est celle qui 
s'effectue autour de cet axe. 


- 69 - 


Mecanique Quantique SMC (S4)— Tes 


Cfiapitre IV 


Comme le moment cinetique est une caracteristique du mouvement de rotation, on 
doit exprimer l'energie E en fonction de celui-ci. Le moment cinetique d'un systeme a deux 
masses est donne par : 

L = m A (r A a v A ) + m B (r B a v B ) 

Comme fj 1 v i; le module de L se reduit a : 

L = m A r A v A +m B r B v B = (m A r A + m B r B )co = Ico 


L'energie de rotation classique devient : 


E = -Ico 2 = - 

2 2: 


Ce resultat montre que le rotateur est en continuel pivotement autour du centre de masse et 
son energie E est done continue. 

En mecanique quantique la situation du rotateur est differente, on montrera que son 
energie est discontinue. L'operateur hamiltonien H associe a l'energie classique E est : 

21 

Dans ce cas, les variables qui reperent la position de la masse 
reduite g dans l'espace sont les angles ( 8 , 9 ), la distance r a 
l'origine etant supposee fixe. On doit done utiliser les 
coordonnees spheriques pour exprimer l'hamiltonien : 


x = r sin 0 COS 9 
y = r sin 0 sirup 
Z-X COS0 

En reportant l'expression du moment cinetique en coordonnees spheriques dans H, on 
obtient : 



H = - 


1 d . d 

sin 0 — + 

sin 0 00 00 


1 


sin 2 0 09 2 


Comme les deux operateurs H et L 2 commutent, ils admettent Y( 0 , 9 ) comme fonctions 
propres communes : 

HY(0,9)= EY(0,9) 

L 2 Y(0,9) = f7 2 J(J+l)Y(0,9) 

D'ou, les valeurs propres du rotateur spherique rigide : 


fi 2 

E t =— J(J + 1) 
J 21 


1 = 0 , 1 , 2 , ... 


J etant le nombre quantique de rotation moleculaire. Ainsi, on montre que l'energie du 
rotateur diatomique est quantifiee par le nombre discret J. Les fonctions propres Y(0,p) ne 
sont autres que les harmoniques spheriques donnees dans le chapitre III. 


Ill- Puits de potentiel - particule liee 

En principe, une particule liee est une particule constamment soumise a un champ 
de potentiel qui la piege. Une telle particule est dite confinee ou piegee dans le puits de 
potentiel. En physique, plusieurs formes de puits existent pour modeliser les systemes 
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quantiques, comme le puits constant, le puits parabolique ou le puits coulombien. 


V(x) = V 0 


x 


V(x) = 1/2 kx 2 




Dans ce paragraphe, on ne traite que le cas du puits constant V(x) = Vo alors que les deux 
autres cas seront traites dans les paragraphes qui suivent. 


111-1° Solutions du probleme 


Les deux caracteristiques importantes d'un puits de potentiel constant sont sa 
largeur (distance entre parois) et sa profondeur (hauteur des parois). Considerons une 
particule de masse m piegee dans un puits de largeur L et de profondeur infiniment grand : 

03 03 


V = 00 


V = 0 


V = co 


- 1 ► X 

O L 


Les parois du puits supposees infinies veut dire que la particule ne peut pas y echapper, 
une fois piegee elle y demeure indefiniment. A l'interieur du puits, le potentiel est constant 
qu'on peut poser nul, alors qu'a l'exterieur le potentiel est infini : 


V(x) - 0 0 < x < L 

V(x) = oo ailleurs 

Ainsi, la probability de trouver la particule a l'exterieur du puits est nulle, c'est-a-dire que la 
fonction d'onde associee doit etre nulle dans ces regions : 

x < 0 'F(x) = 0 

x > L v F(x) = 0 

et egalement nulle lorsque que sa position x atteint les parois du puits : 


'F(O) = 0 'F(L) - 0 


Ces deux relations constituent les conditions aux bords que la fonction d'onde doit 
satisfaire. Par consequent, on ne doit resoudre l'equation de Schrodinger qu'a l'interieur du 
puits : 


d 2v P 


+ 



'F 


0 


avec 0 < x < L 


En posant k 2 = 2mE//7 2 , l'equation devient : 


d 2 W 

dx 2 


+ k 2 'F 


0 
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On obtient done une equation differentielle lineaire a coefficients constants, sa resolution 
peut se faire au moyen de la methode de l'equation caracteristique (ou equation auxiliaire). 
Dans ce cas, on cherche les solutions de la forme : 

H ^ vi/ 

'L(x) = e sx => — — = s 2v P(x) 

dx 2 

s etant en general un nombre complexe. Apres substitution dans l'equation differentielle, on 
obtient : 

s 2 +k 2 = 0 -> s 2 = -k 2 = (ik) 2 

Deux solutions particulieres sont alors possibles : 

v F 1 (x) = e +lk et ^2 (x) 



La solution generale est une combinaison lineaire des deux solutions particulieres, e'est-a- 
dire : 

'F(x) = ae +lk +be _lk = A cos kx + B sin kx 


avec : 

A = a + b et B = i(a - b) 


Les coefficients A et B sont des constantes arbitraires mais qui peuvent se preciser en 
appliquant les conditions aux bords et la condition de normalisation : 

la fonction s'annule en x = 0, 

^Ffxl^O => A = 0 => x F(x) = Bsinkx 

la fonction s'annule en x = L, 

V F(L) = 0 => B sin kL = 0 => sinkL^O 


La relation sin kL = 0 n'est vraie que si le facteur kL est un multiple de n : 

kL = ±n7i: et n = 1, 2, 3, . . . 

On trouve ainsi que le nombre n doit etre un entier positif mais jamais nul; car si n=0 on 
aurait H J =0. De cette relation, on tire les energies propres et les fonctions propres de la 
particule dans un puit infini : 

E n = — yn 2 , v B n (x) = Bsinf^xl 

8mL 2 V L ) 

Le facteur de normalisation B a pour valeur : 

(>f|¥) = B 2 f 0 L S m 2 ^jdx = l => B=k 

D'ou : 

,F “ (x)= Jf sin (r x ) 
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On peut montrer facilement que les fonctions propres du probleme sont orthogonales deux 
a deux : 


elle ne peut prendre que certaines valeurs conditionnees par le nombre entier n. Cette 
quantification est une consequence directe des conditions aux bords (x=0 et x=L). L'ecart 
energetique entre deux niveaux successifs n et n+1, 


croit monotonement avec le nombre quantique n. Deux cas peuvent etre envisages : 

si la masse m croit (objet macroscopique), AE— >0, la quantification disparait, la 
variation de l'energie est continue et on obtient le resultat de la mecanique classique. 
si la largeur L du puits croit, l'espacement entre les niveaux d'energie decroit, 
lorsque L devient tres grand, AE— >0, et la quantification disparait. 

111-3° Densite de probabilite 1^ [ 2 E n 

La densite de probabilite d'une 
particule piegee dans un puits de potentiel 



111-2° Quantification de l'energie 

L'energie d'une particule dans un puits de potentiel est quantifiee. 



n = 1, 2, 3, ... 


AE = (2n + l) 

8mL 


infini est : 




Cette densite est une fonction sinusoidale 
montrant que la particule effectue des 
mouvements d'oscillation entre les deux 
parois du puits. La frequence d'oscillation 
peut etre determinee a partir de la relation 
de Planck : 



4h 2 /8mL 2 


v = AE/h = (2n + 1) 


8mL 



h 2 /8mL 2 


Aussi, le nombre de noeuds depend du 
rang energetique de l'etat quantique : 


o 


LV2 


L 


Un nceud est un lieu ou la densite de probabilite est nulle 

| V En | 2 = 0 
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D'apres le diagramme, on voit que le nombre de nceuds augmente comme (n-1) lorsque n 
augmente. Le niveau fondamental (n=l) n'a pas de nceuds, le premier niveau excite (n=2) a 
1 nceud, le second a 2 nceuds, . . .etc. Les abscisses x n dormant ces nceuds sont : 



Par exemple, pour le niveau fondamental (n=l), on a xi = kL (k=0,l,..), et a l'interieur de 
l'intervalle [0, L] il n'existe aucun noeuds. Par contre pour le premier excite (n=2), on 
a x 2 = ^L, ce qui donne un nceud a l'interieur de l'intervalle. 


IV- Oscillateur harmonique - puits parabolique 


IV-1° Energie potentielle 

Sous sa forme a une dimension, l'oscillateur harmonique est un systeme constitue 
d'une particule de masse m plongee dans un potentiel parabolique dit aussi potentiel 
harmonique : 

V(x) = — kx 2 
2 


k etant la constante de force de rappel (F— kx). Le point x = 0 correspond a la position 
d'equilibre de la masse oscillante, en ce point l'energie potentielle est minimum et la 
courbure est positive (parabole positive) : 



= 0 



= k > 0 


Ces deux quantites correspondent en fait aux deux premiers termes du developpement en 
serie de Taylor de V(x) autour de x=0 : 


V(x) = V 0 + 


*L) 

8* Jo 2!^5x 2 J q 


+ ••• 


Vo=V(x=0) etant l'energie du minimum qu'on peut choisir comme origine. Une telle energie 
potentielle V(x) = V 2 kx 2 est representee schematiquement sur la figure (a) : 


V(x) 



V(x) 


V(x) 
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Si le l'origine du potentiel est quelconque, on peut toujours developper V(x) en serie de 
Taylor autour de la position d'equilibre x 0 ^ 0 (figure b) : 

v(x)=v » + ©„ (x_x ° )+ 5i[S') 0 (x ' xo)2+ "’ 

Pour x = x Q , l'energie est minimale, le gradient est nul et on ecrit : 

V(x) = V 0 +|k(x-x 0 ) 2 +--- 

Si l'on choisit Vo comme origine (Figure c), on obtient finalement l'energie potentielle d'un 
oscillateur harmonique centre en point x Q : 

V(x) = ~k(x - x Q ) 2 

IV-2° Traitement classique : 


En vertu de la relation fondamentale F=my de la mecanique classique, on peut 
deduire l'equation de mouvement : 

d 2 x 


d 2 x 

m — - = -kx 
dt 2 


d 2 x k 
^ + — x = 0 

dt 2 m 


dP 


+ co 2 x = 0 


Les solutions de telle equation sont de la forme : 


x(t) = Asin(cot + cp) 

avec (o = Vk/m : pulsation propre de l'oscillation 
cp : phase de l'onde 

A : amplitude 

La frequence de l'oscillation v = co/ 2n est une caracteristique du mouvement vibratoire : 

V-ff 


Pour un oscillateur donne (03 ou v donne), on montre que l'energie totale ne depend que de 
l'amplitude A : 


E 



+ — kx 2 
2 


— C0 2 A 2 
2 


Comme l'energie est constante, la mecanique classique prevoit que le spectre d'energie de 
l'oscillateur harmonique est continu. 


IV-3° Traitement quantique : 

En partant de l'expression de l'energie potentielle centree au point x=0, l'equation de 
Schrodinger s'ecrit : 


d 'T 2m 
— ^ + — - 


dx fi 

Sachant que co = VkTm , l'equation devient : 


E — kx- 
2 


'F = 0 


d 2v P f 2mE 
dx 2 [ fi 2 


m 2 co 2 

h 2 



w = 


0 
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On peut facilement montrer que le facteur hi mco a la dimension de longueur qu'on notera 
x Q : 

h 

x o = 

mco 

x 0 est appele communement longueur fondamentale de l'oscillateur. L'introduction de la 
nouvelle variable c et du parametre s , tous les deux sans dimensions, 

x 2E 

*, =—> £ = ~r 

X Q M 0 

conduisent alors a la forme reduite de 1 'equation de Schrodinger : 

d 2v P 

— r + = o 

dq z 

Cette equation n'admet des solutions physiquement acceptables (finies et carre sommables) 
que si le parametre s est un nombre entier impair : 

s = 2v+l 

De cette condition, on tire les valeurs des energies possibles : 

E v = ( v + |)ft® E v = (v + i)hv v=0,l,2, ... 

Elle ressort done que l'energie de l'oscillateur harmonique est quantifiee par le nombre 
discret v appele nombre quantique de vibration. Ainsi, contrairement a la mecanique 
classique, la mecanique quantique montre que l'energie de l'oscillateur est discrete, elle ne 
peut prendre que certaines valeurs permises. Dans ces conditions, la fonction d'onde 
verifiant 1 'equation differentielle : 

d 2v P 

—P + (2v + 1 — = 0 

dg“ 

est une fonction formee de produit d'un polynome H v (c) appele polynome d'Hermite et 
d'une exponentielle e -q ~ /2 : 

¥ v © = N v H v ©e- | ; 2 /2 

Sans rentrer dans les details de calcul, on peut montrer que le facteur de normalisation N v 
et le polynome d'Hermite H v (£) prennent les expressions suivantes : 

N v =(2 v v!x 0 V^T 1/2 

e 2 d V k2 

H v © = (-l) v « 5 ) 

d^ v 

Les expressions des premiers polynomes d'Hermite s'ecrivent : 

H 0 (Q = 1 

Hj(Q = 2^ 

H 2 (^) = 4^ 2 -2 
H 3 (^) = 8^ 3 -12^ 
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On obtient deux families de polynomes : polynomes pairs (si v pair) et polynomes impairs 
(si v impair). Les premieres fonctions d'onde de l'oscillateur harmonique et leurs energies 
s'ecrivent : 


Les fonctions propres de l'oscillateur harmoniques sont reelles et torment un systeme 
orthonorme complet : 


la parite de celles-ci est ( — 1) v . Ainsi, 'Fv est pair si v est pair et inversement. La fonction v Fo 
n'a pas de racine £, done paire, alors que v Fi a une racine done impaire. On retrouve un 
resultat generale pour tous les etats lies d'une particule a une dimension : les fonctions 
d'onde sont alternativement paires et impaires (l'etat fondamental est toujours pair) et le 
nombre de racines (nombre de nceuds) correspond au degre d'excitation v. Cette propriety 
de parite est tres importante surtout pour 1'evaluation des integrates telles que : 


L'integrale est non nulle si le produit 'FyX 11 ^ est pair. Comme V F V V F V a la parite (-l) v+v et 
x n a la parite (-l) n , alors la parite totale est (-l) n+v+v . L'integrale ('Fy Ix 11 ]^.) est non 
nulle si n + v + v' est pair, e'est-a-dire si n et v+v' sont de meme parite. 

IV-4° Spectre d'energie 

Les energies propres de l'oscillateur harmonique sont dependantes du nombre 
quantique de vibration v, elles peuvent s'exprimer de trois f aeons differentes : 




En vertu de l'expression generale des fonctions d'onde de l'oscillateur harmonique : 




V(x) 


E v= hv M) 

= till) (v + -i) 




avec v = 0, 1, 2, 3, ... 


O 
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co = VkTm est la pulsation, v = co/2ti la frequence, k la constante de force et m la masse de 
la particule. Les energies E v sont strictement positives et jamais nulles. En effet, meme pour 
le niveau fondamental (v=0) l'energie est non nulle : 

E o =|hv 

Eo est appele "energie du point zero" qui montre que la vibration d'une particule ne cesse 
jamais. Aussi, nous pouvons remarquer que les niveaux d'energie sont equidistants de la 
quantite hv : 

E v +i - E v = hv 


IV-5° Vibration de molecules diatomiques 


Une application evidente du modele de l'oscillateur harmonique est l'etude du 
spectre de vibration de molecules diatomiques. Pour une molecule AB, l'energie potentielle 
V(R) en fonction de la distance internucleaire R 
peut etre modelisee par la fonction de Morse : 

V(R) = -V 0 +D 0 [l-e“ a(R_Ro) ] 2 

Ro : distance d'equilibre 
Vo : energie d'equilibre 
Do : energie de dissociation 
a : parametre caracteristique de la liaison A-B 
Nous remarquons qu'a la distance d'equilibre Ro l'energie est minimale V(R 0 ) = -V 0 . 
L'energie de dissociation s'obtient par simple difference d'energie entre produits et 
reactants : 

D 0 = V(A) + V(B) - V(AB) 


V(R) 



Si l'energie V(A) + V(B) des atomes A et B sont choisies comme origine, c'est-a- 
dire V(A) + V(B) = 0, alors Do n'est autre que Vo (profondeur du puits). L'energie de 
dissociation est une quantite necessairement positive car elle correspond a un processus 
exigeant de l'energie. 


M 


Fa Fb 

WWW 

G 


M P 


R/s 


Rp 


Pour traiter la vibration moleculaire en 
mecanique classique, on suppose que la liaison 
chimique est assimilee a un ressort de constante de 
raideur ou constante de force k. Dans ce cas, les deux 
atomes peuvent osciller (ou vibrer) autour de leur R 

position d'equilibre le long de l'axe internucleaire (liaison est non rigide). La force de rappel 
est proportionnelle a l'elongation. Cette elongation est la difference R -R 0 entre la distance 
internucleaire d'equilibre Ro et la distance instantanee R. En appliquant la loi fondamentale 
de la mecanique classique a chacun des atomes, on obtient : 


d 2 R a 

M A ^ = -k(R-R 0 ) 
d 2 R R 

M b — i = -k(R-R 0 ) 

ou Ra et Rb sont les distances instantanees des atomes A et B par rapport au centre de 
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masse G de la molecule. Or, d'apres la definition du centre masse ( voir II- rotateur rigide), on 
a : 


R . = 


m b 

m a +m b 


R , 


R ,, = 


M 


B m a+ m b 


R 


et les deux equations de mouvement se ramenent en seule equation : 

d 2 R 


m a m b 

m a+ m b dt 2 


= -k(R-R n ) 


c'est-a-dire : 


^ = -k(R -R 0 ) 

p etant la masse reduite. On definit R -R 0 = x comme etant la variable de deplacement ou 
d'oscillation. D'ou : 


d 2 x 

dt 2 


+ -x = 0 

d 


<=> 


d 2 x 

dt 2 


+ K) 2 X 


0 


On obtient une equation identique a celle rencontree pour une masse m oscillante (voir plus 
haut) dont ses solutions sont de type : 

x(t) = Asin(cot + cp) 


En mecanique quantique, le traitement de la vibration d'une molecule diatomique est 
analogue a celui de l'oscillateur harmonique : 

dlF +^fE--kx 2 1^ = 0 


dx^ h‘ 

a condition de remplacer la masse m par la masse reduite p et de considerer x comme etant 
la variation R - R 0 . 


V- Atome d'hydrogene - puits coulombien 


V-l° Equation de Schrodinger et ses solutions 

L'atome d'hydrogene est un systeme coulombien ou l'electron est piege dans un 
champ de potentiel de type central. Le systeme est compose de deux particules : un electron 
de masse m e (charge -e) et un proton de masse m p (charge +e). Leur interaction 
electrostatique est donnee par le potentiel d' attraction : 

e 2 

V(r) = 

r 

r etant la distance qui separe l'electron au noyau. Ce probleme a deux corps (electron, 
proton) peut se reduire en un simple corps de masse reduite p si l'on choisit l'origine au 
centre de masse G. 
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Etant donne que la masse de l'electron est beaucoup plus petite que celle du proton 
(m p = 1836m e ), on peut negliger m e devant m p : 


m p m e 

g = — = m e 


Cette approximation est toujours valable quelque soit le systeme moleculaire, ce qui permet 
de prendre l'origine O du triedre xyz au noyau plutot qu'au centre de masse G. Dans telle 
approximation, l'hamiltonien de Schrodinger s'ecrit : 

n 2 


H = — 


2m„ 


-A-C 


Comme le potentiel V(r) est de symetrie spherique, l'utilisation des coordonnees spheriques 
s'impose : 


fi 2 ( l d 2 d 1 5 . A 5 1 d 2 ^le 2 

— r r 1 — + — sin 9 — + — — 

2m e l^r 2 dr dr r 2 sin9<90 50 r 2 sin 2 0 5(p“J r 


Cet hamiltonien peut encore s'exprimer en fonction de l'operateur carre du moment 
cinetique L 2 : 

~ h 2 1 8 o d L 2 e 2 

H = — r - — + 

2m r“ dr dr 2m r 2 r 

e e 


Les trois operateurs H, L 2 et L z commutent deux a deux, ils admettent done un systeme 
commun de fonctions propres. Soit ^(r^cp) cette fonction commune, on ecrit : 

m* = E v F 

L 2x ¥ = n 2 £(£ + !}¥ 

= hm e '¥ 

Comme L 2 n'agit que par ses variables angulaires (0,q>), on peut faire appel a la methode de 
separation des variables en posant : 

T(r,0,(p) = R(r)Y to (0,(p) 


ou R(r) est une fonction radiale a determiner et Y^ m (0,(p) les harmoniques spheriques 

precedemment connues ( voir chapitre III). Le remplacement de 'F dans l'equation de 
Schrodinger donne : 


_^_L JL r 2 A- + fi 2 4 £+1 ) _ ^ 

2m e r 2 dr dr 2m e r 2 r 


ERY to 


D'ou l'equation radiale de l'atome d'hydrogene : 

2_d_ h 2 l(l + i) 
2m e r 2 dr dr 2m e r 2 



R(r) = ER(r) 


qui s"ecrit encore : 


1 d 9 d 
— — r — 
r 2 dr dr 


£(£ + 1) 


2m„e 


2 3 


1 ( 2m 0 E 

" + ' 2 


R(r) =0 
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Dans cette equation, on identifie l'expression du rayon de la premiere orbite de Bohr : 


tr 


= 0.53A C 


Lorsqu'on impose aux fonctions radiales R(r) d'etre normalisables et finies dans l'intervalle 
re[0,oo[ l'energie E ne peut prendre que certaines valeurs. Dans ces conditions, la 
quantification de l'energie est assuree par un nombre entier n appele nombre quantique 
principale : 


E = - 


,43 


Ifi 1 

V J 

( 9 3 


n = 1, 2, 3, ..., oo 


V 2a oy 


En remplacant E n par son expression dans l'equation radiale, nous obtenons : 

’ + 1) 


J_ d_ r 2 d_ 

r 2 dr dr 


ru 

_ 

M 

2 " 

bob 


, na oJ 



R n /(r) = 0 


On voit que les fonctions radiales dependent des valeurs des nombres quantiques net f . 
Ces deux nombres quantiques sont lies par la condition : 

0 < i < n-1 

Pour permettre a l'equation d'etre sans dimension faisons le changement de variable 
suivant : 

2r 


$ = ■ 


l o 


il vient : 


? + l) 2n 1 
^ 2 d^ d^ + Y 4 


1 d^ 2 d 


R ne (0 = o 


Les fonctions R (£,) qui satisfont cette equation differentielle sont de la forme : 


N n<) est le facteur de normalisation ayant pour expression : 

(n -■£-!)! 


N n ,= 


m 

3/2r 

v na oJ 



nl/2 


2n((n + 0!) 


et L 2 ^) denotent les polynomes associes de Laguerre qui sont d'ordre 2£ + l et de degre 
n + i en Un polyndme de Laguerre d'ordre k est donne par : 

,k 


k e^ 


Son associe est simplement : 


Lk te)=^^rfe 

A m . 

L "(d=— ( lJ 
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Dans le tableau suivant, on donne les premiers polynomes L“^ (c) et les premieres 
fonctions radiales R n ^(r) de l'atome d' hydrogene a vec 't = 2r/na 0 : 



Les fonctions radiales R nf (r) de l'atome d'hydrogene sont des fonctions reelles et forment 
un systeme orthonorme complet : 

( R n^ | R n T ) = JTR^WRn^’Wr 2 * = 

Finalement, les etats de l'atome d'hydrogene sont decrits par des fonctions d'onde 
dependant des trois nombres quantiques : n nombre quantique principal, i nombre 
quantique orbital et m nombre quantique magnetique : 

fn = 1, 2, oo 

^m(r,0,cp) = R n ,( r )Y fm (0,cp) | 0<f <n-l 

De telles fonctions d'onde decrivent les diverses orbitales atomiques de l'atome: Is, 2s, 2p, 
etc. Les expressions explicites des premieres orbitales sont resumees dans le tableau 
suivant: 



V-2° Parite des orbitales atomiques 

Lors de l'operation inversion des coordonnees de position, les orbitales atomiques 
(r, 0, cp) = R nf (r) Y, m (0, <p) peuvent changer de signe. Etant donne que la coordonnee r 
reste inchange, la parite des orbitales atomiques est celle des harmoniques spheriques 
Y to (0,cp) c'est-a-dire : 


^n/m (r , 0, <p) = (-1 ) 1 'Lnto (r , n - 0, n + <p) 
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Autrement dit, les orbitales de symetrie 1 = 0, 2, 4, ... (ns, nd, ng, ...) sont paires et celles de 
symetrie i = \, 3, 5, ... (np, nf, nh, ...) sont impaires. Cette propriety de parite permet des 
simplifications considerables dans les calculs des integrales. En effet, pour calculer par 
exemple la matrice (x) associee a l'operateur position x = x dans la base des orbitales 
atomiques Is, 2s, 2p z : 


(x) = 


f (ls|x|ls) 
(2s|x|ls) 
v ( 2 PzN ls ) 


(ls|x|2s) (ls|x|2p z ) 
(2s|x|2s) (2s|x|2p z ) 

(2p z |x|2s) (2p z |x|2p z ) y 


l'utilisation de la parite permet de preciser les integrales non nulles. Comme x est impaire, 
les integrales non nulles sont celles qui font intervenir les orbitales de parite differentes. 


D'ou : 


(x) = 


0 0 

0 0 

( 2 Pz| X | ls ) ( 2 Pz| X | 2s ) 


(ls| x | 2 p z )^ 

(2s| x | 2 p z ) 


Comme la position x et les orbitales atomiques Is, 2s et 2p z sont reelles, la matrice est 
symetrique, c'est-a-dire (ls|x|2p z ) = (2p z |x|ls) et (2s |x| 2p z ) = (2p z |x| 2s) . II demeure enfin deux 
integrales a calculer au lieu de neufs au depart. 


V-3° Spectre energetique 

Les niveaux d'energies des orbitales atomiques v E nfm de l'atome d'hydrogene sont 
donnes par : 




E = - 


2 h 2 

V An J 


E n =-^(eV) 
n“ n“ 


L'independance de E n des deux nombres quantiques l et m entraine a une degenerescence 
des etats. Pour un niveau n donne, comme m prend ( 21 + 1 ) valeurs possibles et l est 
comprise entre 0 et n-1, le degre de degenerescence est donne par la suite arithmetique : 

n-l 

^(2f + l) = l + 3 + --- + (2n-l) = n 2 

e=o 

Ainsi, a un niveau n donne correspond n 2 orbitales atomiques degenerees, comme illustre 
par le diagramme d'energie ci-apres. Tous les 
niveaux d'energie (l<n<co) de l'atome 
possedent des energies negatives E n <0, ils 
correspondent done a des etats lies. Si l'atome 
est isole, l'unique electron occupe le niveau 
de plus basse energie (Ei=-13.60eV) qui 
correspond a l'etat fondamental 'Fis. Sous 
l'effet d'une radiation exterieure d'energie hv, 
l'electron peut occuper les niveaux d'energie 
superieure (E 2 =-3.4cV, E 3 =- 1 .5 cV, ...) qui 
correspondent aux etats excites de l'atome. 

La dependance de l'energie en 1/n 2 implique que les niveaux excites se rapprochent 


MeV) 
0 


-0.85 

-1.51 

-3.40 


-13.60 


4p 

3p 

2p 


4d 

"3d~ 
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davantage a raison que n augmente. A la limite n— »oo, l'energie s'annule (E,.=0), l'electron 
est envoye a l'infini et l'atome se trouve dans un etat ionise (H — > H + + e). Cette ionisation 
necessite une energie | E,- Ei | = 13.60eV appelee energie d'ionisation ou potentiel 
d'ionisation de H. L'electron ejecte a l'infini (n— »co) qui se trouve dans un etat non lie (etat 
de continuum) est une particule libre ou elle n'est soumise a aucun champ de potentiel, son 
energie est continue. 


V-4° Systeme des unites atomiques : 

Trois systemes d'unites communement employees en mecanique quantique : 
systemes MKS, CGS et u.a. Le systeme des unites atomiques (u.a) est un systeme qui a ete 
introduit afin d'apporter des simplifications des valeurs des constantes physiques 
fondamentales telles que Pi (constante de Planck), m e (masse de l'electron) et e (charge de 
l'electron) : 

Pi = 1 u.a m e = 1 u.a e = 1 u.a 


De ce fait l'energie de l'atome d'hydrogene E n et le rayon de la premiere orbite de Bohr a 0 
prennent des valeurs simplifies. Ces deux quantites ont pour expressions dans les trois 
systemes des unites : 


Systeme MKS 


Systeme CGS 


Systeme u.a 


.4 A 


E n =- 


(4tc£ 0 ) 2 Pl~ 


— (joule) 


E =- 


a n = (4ns n )- 


2n 


(m) 


^me 4 ) l 


(cm) 


E n = (hartree) 


a () = 1 ( bohr) 


Dans le systeme u.a, les deux nouvelles unites "le hartree" pour l'energie et "le bohr" pour la 
longueur s'obtiennent de la maniere suivante : 

1 hartree = lu.a = m e e 4 //z 2 = 27.21 eV 
lbohr = lu.a = Pi 2 / m e e 2 = 0.529 A° 


VI- Methode des variations 

VI-1° Principe variationnel 

Jusqu'ici nous n'avons considere que le cas des systemes simples ou l'on a pu 
determiner les solutions de l'equation de Schrodinger de facon exacte. La majorite des 
problemes en mecanique quantique ne peuvent etre traite que dans une facon approchee au 
moyen des methodes d'approximation. La methode des variations est une methode 
largement utilisee pour resoudre l'equation de Schrodinger H V F = E'P ou il est impossible 
de connaitre ses solutions de facon exacte. Pour tout probleme, l'inconnu est toujours la 
fonction d'onde V F. Si l'on part d'une fonction d'onde quelconque (appelee fonction 
d'essaie v P essai ), on obtient pas l'energie exacte Eo du systeme, mais une energie moyenne 
que nous notons W : 

W _ (^essai l^bessai ) t-. 

- —/ 1 * E n 

/q/ ,q/ ,\ u 

\ A essai | A essai / 
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La methode des variations consiste a faire varier v t / essai de telle maniere que l'energie W soit 

la plus proche possible de Eo. Pour resoudre ce probleme, on doit faire appel au theoreme 
variationnel suivant. 


Theoreme : 


"L'energie moyenne W est toujours une limite superieure de 
l'energie exacte Eo de l'etat fondamental" : 


E 0 <W 


E o * 


(' F. 


I 11 ! x essc 

• I*? 

essai A essai 


Pour demontrer ce theoreme, on part de l'hypothese que l'operateur H admet une famille 
de fonctions propres {'Po, 'Ll, . . 'Pn} et valeurs propres {Eo, Ei, . . ., E n }. Supposons que ces 
valeurs propres sont classees par ordre croissant ▲ 

Eo < Ei <, . . ., < E n . Dans ce cas, on a : e — j 


H'Pj = Ei'Pi 

Comme H est hermitique, les fonctions propres 
{ 'Pj } forment une base orthonormee complete, 

I'Pj | *P J = 8 ij , on peut done developper la fonction 
d'essai en serie des dt : 


e 2 

El 


EO 


solutions 

exactes 


W 

solution 

approchee 


'P 


= Ec'P- 

essai ^ 1 1 

i=0 


Pour simplifier, supposons que v P essai est normalisee pour pouvoir ecrire : 
w = < / 'P„„„„ ; |h| v P_„ : ') = (Zc^ HlCj'Pj 



/ 


|hK ss ») 

= \W' 

H 


= IIcrc^lH'PD = XXc j c j (T i |H.T j 


= SZc c.E. DP. hp. = ZZc c.E.5.. 
i j j \ i j/ i j j y 

i j i j 

Etant donne que les fonctions de base sont orthonormees, les seules termes non nuls sont 
ceux qui correspondent a i = j . D'ou : 

W = Ic i *c i E i = l|c i | 2 E i 
i i 

Soustrayons membre a membre l'energie exacte Eo, l'equation devient : 

W-E 0 = 

i 

Par hypothese Eo est l'energie de l'etat fondamental, done E ; - E () > 0, et le module des 

I |2 

coefficients est toujours positif cJ > 0. Ainsi, le membre de droit est toujours positif ou nul 
et le theoreme est demontre : 

E 0 < W « 


E n < ( V P • 

0 \ essai 


HEP 


La valeur moyenne associee a la fonction d'essaie est toujours superieure a l'energie 
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exacte W > E 0 , l'egalite W = E 0 n'etant realisee que si et seulement si la fonction d'essai est 
identique a la fonction d'onde exacte du systeme ( v P essai = 4 P () ) • Le theoreme qu'on vient 

d'enoncer traduit done le principe variationnel ou il est a la base du procedure de calcul des 
fonctions d'onde inconnues. 

En pratique, on choisit une famille de fonction d'essai dependant d'un parametre 

a ou d'un certain nombre de parametres {ai, a 2 , ...} appeles parametres variationnels. On 
calcule l'energie moyenne W associee : 


W(a) 


(y.lHK) 


La variation de W(a) en fonction de a peut se 
traduire schematiquement par le graphique ci- 
contre. Pour que W(a) soit la plus basse, e'est-a- 
dire la plus proche de Eo, on derive l'energie par 
rapport a a : 


W(a) 



dW 

da 


= 0 


Cette equation constitue la condition de minimisation de l'energie, elle fournit la valeur 
optimale du parametre variationnel (a op t) et l'energie minimale W(a op t) recherchee. On 
espere alors que v P(a opt ) sera une bonne representation de l'etat fondamental v Fo, et que 

W(a op t) sera une bonne approximation de son energie Eo. Le choix de fonctions d'essai est 
important pour acceder a des solutions acceptables. Ce choix se base sur la nature du 
systeme physique a traiter et aussi sur les conditions de bonne fonction d'onde. 


VI-2° Application a l'oscillateur harmonique : 

On se propose de rechercher par la methode des variations la fonction d'onde de 
l'etat fondamental de l'oscillateur harmonique. Supposons que nous ne pouvons pas 
resoudre cet exemple par une methode exacte. Pour l'oscillateur harmonique, on sait que la 
fonction d'onde v P(x) de l'etat fondamental doit etre une fonction symetrique par rapport au 
centre x=0 : 

'P(x) = ^(-x) 

et qui s'annule aux bornes de x qui peuvent etre finies ou infinies : 
xe [— a,+a] — » Y^a) = 'P(-a) = 0 

xe ]-oo,+oo [ n -00 ) - v P(+oo) = 0 

Nous pouvons alors choisir deux fonctions d'essai possibles : 

V P, (x) = cos ax -^ L <x<+^ L 

1 v / 2a 2a 

v fC(x) = e -ax “ /2 -oo < x < +oo 


ou a est le parametre variationnel (on peut verifier que les deux fonctions s'annulent aux 
bornes correspondant). L'energie moyenne associee a une fonction d'essai est : 


('p|h| v p' 

w = V 1 ' 

(T T) 


avec 


H = 


fi 2 d 2 
2m dx 2 


+ — kx 2 
2 
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En remplacant chaque fonction d'essai dans W, on obtient les deux resultats suivants : 


h- 


V F, (x) -> W, (a) = a 2 +k — 

1 1 I 24 4 a 2 


2m 

tr 


1 1 


Y,(x) -> W,(a) = a+ -k a 2 - 


2m 


fi- 


Les derivations de W(a) donnent : 


aw, n 

- = — a-k 

aa m 


( „2 
n 

12 


1 


= 0 


a opt = 


4m 


yfkm 


8W__h^ k_ 

da 4m 4a 2 


= 0 


ti 

Vkm 

ti 


^-1 


-il/2 


La substitution de a opt dans W donne l'energie minimale dans chaque cas : 


\ 1/2 

n 


W, (min) = | — - - I — = 0.57 fi^\— = 0.57 hv 

W 2 (min) = — =0.5 hv 


La comparaison a la valeur exacte (obtenue par la resolution directe de l'equation de 
l'oscillateur harmonique, voir plus haut ) correspondant a l'etat fondamental : 

E Q = 0.5 hv 

revele que la fonction d'essai 'Fj (x) = cosax donne une energie Wi > Eo avec une erreur 
relative de 14%. Par contre, avec la fonction V P 2 ( X ) = e _ax ” /2 nous obtenons la valeur exacte 
de l'energie Wi = Eo, car cette fonction a exactement la meme forme que la solution exacte 
de l'etat fondamental ( voir paragraphe III). Avec ces deux exemples, on voit que le principe 
variationnel est bien verifie (Eo < WI) : 

"Plus la fonction d'essaie est proche de la vraie fonction d'onde plus 
l'estimation de l'energie est meilleure" 


VI-3° Application a un atome hydrogenoi'de : 

Un atome hydrogenoi'de est un systeme constitue d'un seul electron gravitant autour 
d'un noyau de charge +Ze (H, He + , Li 2+ , . . .). L'hamiltonien d'un tel systeme est : 

~ fi 2 1 0 2 d L 2 Ze 2 

H = — r — + 

2m e r 2 dr dr 2m e r 2 r 


qui dans le systeme u.a prend la forme simplifiee suivante : 

r T 1 1 d 2 d L 2 Z 
2 r 2 dr dr 2r 2 r 

Pour l'etat fondamental Is, les solutions exactes sont : 

1/2 

e _Zr E, s =-^Z 2 (hartree) 
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Pour l'application du principe variationnel, on doit choisir une fonction d'onde 
physiquement acceptable surtout d'etre finie dans l'intervalle [0,+oo[. Deux fonctions 
d'essaie sont alors possibles : 



^ 2 (r) = 



e 


-ar 


ou a est le parametre variationnel a optimiser dans chaque cas. Comme les deux fonctions 
sont normalisees, l'energie s'ecrit : 


W= ( V F|H|'P) avec 


H = — l —— r 2 
2r 2 dr 


d_ 

dr 


Z 

r 


Remarquons que nous avons reecrit l'operateur H sans la partie angulaire (contenue 
dans L 2 ), ceci est valable lorsque les fonctions d'onde a appliquer sont independantes des 
angles (9,(p). La substitution de v F 1 (r) et ensuite v P 9 (r) dans W conduit aux resultats 
suivants : 


W| (a) = j a - zVa 


1 ^'" / 2" V tc 

Les derivations donnent : 

-^^ = 3yfa-Mz = 0 


W 2 (a) = ^-a 2 -Za 


a_ t =7^Z- = 0.2829 Z" 


da 


= a - Z = 0 


opt 9 n 


a o P t = Z 


La substitution de a opt dans W donne l'energie minimale dans chaque cas : 

W, (min) = - A Z 2 = -0.4244 Z 2 
W 2 (min) = -iz 2 = -0.5000 Z 2 

La comparaison a la valeur exacte correspondant a l'etat fondamental, E 0 = -0.5 Z 2 , revele 
que la fonction d'essai d^fr) donne une energie Wi > Eo avec une erreur relative de 15%. Par 
contre, avec la fonction v P 2 (r) nous obtenons l'energie exacte Wi = Eo. La fonction d'essai 
v P 2 (r) est alors le meilleur choix pour representer l'etat fondamental Is de l'hydrogenoide. 
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Faculte des Sciences D. Mehraz Fes 
Departement de Chimie 

SMC-S4 

Complement de Physique 
TD de Mecanique Quantique 

Exercice 1° : On donne les fonctions d'onde suivantes definies dans l'intervallex e [0,oo[ : 
't'i(x) = ax 2 ¥ 2 (x) = e ax2 'F 3 (x) = e“ ax ¥ 4 (x) = e“ ax2 

a etant un parametre defini reel et positif. 

(a) Lesquelles verifient les conditions de bonnes fonctions d'onde? Pour celles qui ne les 
sont pas, indiquer la raison. 

(b) Parmi les bonnes fonctions d'onde, indiquer celles qui sont fonctions propres de 
l'operateur A = d 2 /dx 2 . A quelle condition x P 4 (x) = e _ax est-elle fonction propre de 
l'operateur B = -d 2 /dx 2 +px 2 ? 

(c) Parmi les operateurs suivants, indiquer ceux qui sont lineaires : 

A = sin B = d/dx C = /~ D = d 2 /dx 2 

Exercice 2° : En utilisant le concept de fonctions paire et impaire, assurez-vous par simple 
inspection lesquelles des integrates suivantes sont identiquement nulles : 

(a) jAin cpcos cp dtp (b) J^sincpcos cp (c) x cos x dx 

(d) J ' i'J- 1 i' x 2 y dx dy (e) j'' xe _x dx (f) j'" x 2 e~ x dx 


Exercice 3° : On donne les deux matrices A = 


-i 2 


et B = 


0 a 
a 0 


(a) La matrice A est-elle hermitique, inversible et/ou diagonalisable ? 

(b) A quelle condition la matrice B est-elle hermitique? Trouver ses valeurs propres et ses 
vecteurs propres. Les valeurs propres sont-elles reelles et les vecteurs propres sont-ils 
orthogonaux? 

(c) Calculer AB et BA . Le produit des deux matrices est-il commutatif? 

(d) Calculer 1' adjoint de AB sachant que a est reel. Verifier que (AB) + = B + A + . 


Exercice 4° : On donne les deux fonctions d'onde ^Pofx) = N 0 e~ ax /2 et 'Fbx)^ Nixe -ax 72 
definies dans l'intervalle xe]-oo,+co[. Normaliser les deux fonctions a 1 'unite et montrer 
qu'elles sont orthogonales. On donne : 


dx = 


lx3> 


<(2n-l) 


C m 2n+l - ax 2 

Jo * e 


n! 

n+1 

2a 


Exercice 5° : Montrer que le produit scalaire de deux fonctions d'onde verifie la relation 
I'Fj) = |Oj) . Soit | O ; ) = | A'F j ^ un ket de l'espace direct 6 des etats. En utilisant son 

dual (<Dj|eS\ demontrer la relation ( v F i |A + |'Fj^ = ^'Fj|A| x F i ) entre l'operateur A et son 
adjoint A + . 

Exercice 6° : Dans l'hypothese d'une base orthonormee formee des trois kets | cp, ) , |cp 2 ) et 
|cp 3 ) de l'espace direct, on exprime un ket j 1 ?} du meme espace par le developpement 
lineaire |'t / ) = i|cp 1 ) + (l-i)|cp 2 ) + V2|cp 3 ). 
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Sachant qu'a chaque ket |(p ; ) de la base est associe son bra (<pj | : 

- quel est le dual de | l P) ? 

- quelle est la representation matricielle de | ¥ ) et ( V F dans la base consideree? 

- calculer le produit scalaire et en deduire le facteur de normalisation de 'P . 

Exercice 7° : Soit A un operateur hermitique defini dans une base { cp ; }. A quelle 

condition on a l'egalite (cpj |A|tpj^ = ^cpj |A|<Pi) ? Quelles sont les conditions requises pour 
qu'un element de matrice (cp, | a| cp ] ^ soitnul? 

Exercice 8° : Montrer les identites mathematiques suivantes : 

[a,b]=-[b,a] [a,b+c]=[a,b]+[a,c] 

[xa,b]=x[a,b] [a,bc]=[a,b]c + b[a,c] 

Developper les deux commutateurs [ A , B 2 ] et [ A 2 , B ] . 

Exercice 9° : Pour une particule de masse m se mouvant dans un potentiel scalaire V(x) , 
calculer les commutateurs suivants : 

[ X >P X ] [x,Px] [x, V(x)] [p x ,V(x)] [x,h] [fpxpj 

Dans le cas d'un potentiel dependant du temps V(x,t) que vaut [t,tt] . 

Exercice 10° : Soient A et B deux operateurs hermitiques non degeneres. 

(a) Montrer que les valeurs propres d'un operateur hermitique sont reelles et que ses 
fonctions propres sont orthogonales. 

(b) Montrer que si A et B com mu tent, ils admettent un systeme commun de fonctions 
propres. Reciproquement, montrer que s'ils possedent un systeme commun de fonctions 
propres, ils commutent. 

(c) A quelle condition on a l'egalite (A + B) 2 = A 2 + 2AB + B 2 ? 

Exercice 11° : Considerons une particule de masse m mobile dans un referentiel tri-direct 

Oxyz . 

(a) Etablir les expressions quantiques des composantes L x , L y et L z du moment cinetique 
en coordonnees cartesiennes. Utiliser le systeme u.a pour exprimer ces composantes. 

(b) Calculer les commutateurs [l p ,lJ et [L 2 X q ] avec p,q = x,you z . Commenter. 

(c) Pourquoi les operateurs L 2 , L x , L y et L z doivent etre hermitiques? 

(d) Pourquoi les operateurs escalateurs L + = L x + iL y et L_=L x -iL y ne sont pas hermitiques 
alors que leurs produits L + L et L_L + les sont ? 


Exercice 12° : En mecanique quantique l'operateur carre L 2 du moment cinetique orbital 
applique sur une fonction angulaire Y (0, cp) verifie l'equation aux valeurs propres 
suivante : 


L 2 Y(9,cp) = -n 2 


1 d . ,8 

sin 9 — + 

sin 9 59 59 


sin 2 9 5cp^ 


Y (9, cp) = + l)Y(9,cp) 


Montrer que si on pose Y(9,cp) = F(9) O(cp) l'equation precedente se separe en deux 
equations differentielles independantes. Determiner l'expression normalisee de O(cp) et 
verifier que l'operateur L z est quantifie et non degenere. 
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Exercice 13° : Les harmoniques spheriques sont definies par : 


Y 4m(0><P) = 


N/, 


y[2n 


Pi 1 (cosG) e 1 


N< 


(2t + 1) {£ - m ) ! 


2(£ + m ) ! 


En posant E, = cos 0 , les polynomes associes de Legendre sont : 


pr©= 


( M+H M 


J+\i 


2 ( £\ 


d-r) 




£+ 1 




(a) Verifier que les fonctions Y (0 sont reelles. En deduire leur parite et celle des 
harmoniques spheriques Y lm en general. 

(b) Trouver les expressions des premieres harmoniques spheriques Y 00 , Y 10 et Y 1±1 . 

Donner leurs expressions en coordonnees cartesiennes. Sous cette forme, justifier la parite 
de chacune de ces harmoniques spheriques. 

(c) Representer les surfaces de densites associees a Y 0 () et Y 10 . Donner des exemples ou 
Y 0 0 et Y l 0 peuvent intervenir. 


Exercice 14° : On donne les harmoniques spheriques Y(0,cp) = N et Y'(0.cp) = N'cos0 

fonctions propres de L? et L z : 

(a) Normaliser les deux fonctions et montrer qu'elles sont orthogonales. 

(b) Attribuer les nombres quantiques £ et m associes a chacune des fonctions. 

(c) Partant de Y' (0, cp) , trouver les expressions des harmoniques spheriques ayant meme £ 
mais m differents. 

Exercice 15° : Etablir l'equation de Schrodinger pour chacun des systemes stationnaires 
suivants : 

(a) rotateur rigide spherique (c) atome He et son isoelectronique H 

(b) oscillateur harmonique (d) ion moleculaire Hj 

Dans chaque cas, preciser les variables impliquees dans la fonction d'onde et les 
elements d'integration impliquees dans la condition de normalisation. 

Exercice 16° : On se propose de determiner les etats stationnaires d'une particule de 
masse m plongee dan un puits de potentiel defini par : 

V(x) = 0 pour 0 < x < L 

V(x) = co pour x < 0 et x > L 

(a) Quelles sont les parties d'espace interdites a la particule? En deduire les conditions aux 
limites que doit satisfaire la fonction d'onde 'f'(x) du systeme. 

(b) Ecrire l'equation de Schrodinger de tel systeme en introduisant le nombre d'onde 
k = (2mE/fr) 1/2 . Trouver les solutions de l'equation de Schrodinger T n (x) et E n et montrer 
qu'elles sont sous la dependance d'un nombre quantique n a definir. Pourquoi le cas n-0 
est-il impossible? Montrer que deux fonctions d'onde T n et T n ■ differentes sont 

orthogonales. 

Exercice 17° : On donne la fonction d'onde 'f'(x) =(l/47t) 1/4 (2x 2 -1) e _x /2 representant un 
etat quantique de l'oscillateur harmonique. 

(a) Verifier que T(x) est normee. 

(b) 'P possede-t-il des points nodaux? Trouver la distance de maximum de densite x max et 
la distance moyenne <x>. Commenter. 
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(c) Tracer la densite de probability D(x) = |T(x)| en fonction de x . 


Exercice 18° : Considerons un atome d'hydrogene expose a un champ magnetique B 
statique et uniforme dirige suivant la direction Oz . Au moment cinetique L de l'electron 
est associe le moment magnetique ji propre qui lui est colineaire et proportionnel 
p = -(e/2m e )L. L'energie d'interaction entre ce moment et le champ magnetique B est 
W = -pB . Cette interaction donne lieu au phenomene connu sous le nom d'effet Zeeman, 

(a) En utilisant le systeme des unites CGS , rappeler l'expression de l'hamiltonien H° de 
l'atome d'hydrogene isole et ses energies propres E° associees aux fonctions propres 

VI> 

L nfm • 


(b) Ecrire l'hamiltonien H de l'atome soumis au champ magnetique B . Pourquoi T n( , m 
sont-elles egalement fonctions propres de H. De quels nombres quantiques depend 
l'energie des etats stationnaires de l'atome soumis au champ magnetique? 

(c) Montrer qu'il n'y a pas d'effet Zeeman sur l'etat Is , alors que sur l'etat 2p cet effet 
provoque une levee de degenerescence. Representer les resultats sous forme d'un 
diagramme illustratif. Interpreter et commenter le spectre de raies qui en resulte. 

Exercice 19° : Soit A un operateur hermitique dont sa valeur moyenne observable dans 
un etat T peut dependre explicitement du temps : 

(A) = (T |a|t) = J T* (x, t)AT(x,t)dx 

(a) Montrer que la variation temporelle de (A) obeit a la relation d'Ehrenfest suivante: 


(b) II s'agit d'appliquer cette relation au cas des operateurs position x = x et impulsion p x . 
Dans le cas d'une particule de masse m soumise a un champ de potentiel V(x), montrer 
que : 




et 




(c) Etablir la relation de Heisenberg dans le cas de 1' observable produitxp x : 
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Complement de Physique - Mecanique Quantique 
Problemes de synthese 


Probleme I - Puits de potentiel 

On donne la fonction d'onde de l'etat fondamental d'une particule piegee dans un puits 
de potentiel V(x) = 0 delargeur L : 





n = 1,2,3,... 


1°- Calculer les valeurs moyennes (x), (p x ) et (T x ). Pourquoi (T x ) donne exactement la 
valeurpropre E n ? 

2°- En statistique, la variance ct a d'une grandeur A est definie par a\ =< A 2 > - < A > 2 , 
elle permet la determination de la deviation standard : 

AA = -J< A 2 >-< A> 2 


qui est une mesure de la dispersion d'une distribution statistique autour de la valeur 
moyenne. Cette deviation sera consideree ici comme une incertitude sur la mesure de la 
grandeur A . A l'aide de la fonction T n (x) on peut montrer que : 


<x 2 > = L 2 ['- 


3 2..V 


et 


*2 2 2 
s n n tc 

<Px > = X 


Determiner Ax et Ap x ainsi que le produit AxAp x . La relation que vous obtenez depend- 1- 
elle de la largeur L du puits? Interpreter alors la relation d'incertitude de Heisenberg et 
la discuter pour les trois plus bas etats stationnaires. 

3°- Supposons qu'au temps t = 0 la particule etait preparee dans un etat decrit par : 


'F = — ^ sin — 


VT 


7TX . 27TX 
sin 1- sin 

L L 


Ecrivez la fonction d'onde de l'atome a un temps t > 0 . Determinez la probability de 
trouver la particule au temps t avec : 


i) E 


2_2 


tin 


2mL' 


2 ' 


ii) E 


2_2 


Itl^K 

mL 2 


Calculez la valeur moyenne de E . 


iii) E = 


2 2 


9trn 

2mL 2 


Probleme II - Oscillateurs diatomiques 

Dans ce probleme, on s'interesse a l'etude du 
mouvement interne d'une molecule diatomique. Une 
molecule diatomique AB peut etre assimilee a un 
systeme mecanique ou les deux masses m A et m B 
vibrent harmoniquement autour de leur position r 

d'equilibre. La liaison chimique de tel systeme est assimilee a un ressort de constante de 
raideur ou constante de force k. 


m A 

«— 


m B 

-> 


r A 


r B 
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Soit r 0 la distance d'equilibre de la molecule, r = r A + r B la distance instantanee, r A et r B 
les separations des deux masses relatives au centre de masse G . Le deplacement effectif 
des deux masses (elongation ou retrecissement de la liaison) est mesuree par la quantite 
x = r - r 0 . 

1°~ Dans un premier temps, on se place dans un referentiel d'origine O quelconque. 

(a) Demontrer que l'energie cinetique du systeme est : 


T - ^M G Yg 


1 2 
-gv 
2 


ou M g = m A + m B est la masse totale, V G la vitesse du centre de masse G , v la vitesse 
relative des deux masses et g la masse reduite. 

(b) Que devient cette energie cinetique si on se place dans le referentiel barycentrique 
suppose fixe? 

(c) Determiner l'energie potentielle du systeme. 

2°~ On se propose de trouver une forme simplifiee de 1 'equation de Schrodinger. 

(a) Ecrire l'equation de Schrodinger du systeme. 

(b) Reecrire cette equation en posant a = 2gE//z 2 et p 2 = gk !tr . 

(c) Etablir les dimensions des deux parametres a et p . 

(d) Proposer un changement de variable x en 2 qui permet l'obtention de l'equation de 
Schrodinger sans dimension. 

(e) Sachant que les energies propres E u de l'oscillateur harmonique (u nombre quantique 
de vibration et v frequence harmonique) sont : 


= (u + {)hv. 


v = fil- 


montrer que l'hamiltonien sans dimension prend la forme simplifiee suivante : 

H = 

Quelles sont les valeurs propres s D associees? 

3°- Les fonctions propres de l'hamiltonien H sont de la forme : 

2 00 

'P u © = H u ©e^ /2 avec 

D 

ou H ,,(£,) est un polynome generalement de degre infini en 2 . 

(a) Trouver l'equation differentielle que doivent verifier ces polynomes. 

(b) On peut montrer que la condition pour que T U (Q soit une solution acceptable, c'est-a- 

dire H U (Q soit de degre u fini, amene a la relation suivante : 

H d = 2uH 0 _i 

ou H d est la derive premiere de H ,, . Montrer alors que les polynomes d'Hermite 
verifient la relation de recurrence suivante : 

H 0 = 2^H U _! - 2uH u _ 2 

(c) Connaissant les premiers polynomes d'EIermite H 0 =l et Hj =22,, determiner les 
expressions des quatre premieres fonctions d'onde correspondant a l'etat fondamental 
o = 0 et aux etats excites u = 1, 2 et 3. Discuter la parite et la forme des solutions ainsi 
obtenues. 
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4°- On donne la fonction d'onde suivante decrivant un etat quantique de l'oscillateur : 

= N(4^ 4 - 12^ 2 + 3) e“^ ' 2 

Par simple inspection attribuer le nombre quantique de vibration o associe. Confirmer 
votre reponse par un calcul approprie. 

5°- Applications : 

(a) Sachant que la molecule d'acide chlorhydrique HC1 possede une constante de force 
k = 469N/m, calculer l'energie des niveaux de vibration en joule. Quelle sera la 
frequence du photon absorbee au cours d'une transition du niveau u = 0 vers le 
niveau u = 1? Quelle est le nombre d'onde (en cm” 1 ) et la longueur d'onde ( en A puis 
en nm) associe au meme photon absorbe? De quelle region du spectre 
electromagnetique s'agit-il? 

(b) Comparer les constantes de force k HC1 et k DC1 des deux isotopes HC1 et DC1 sachant 
que le nombre d'onde respectif est 2883 cm -1 et 2068 cm" 1 . Commenter. 

(c) Comparer les constantes de force k CN et k CN + des systemes diatomiques CN et CN + 
sachant que le nombre d'onde respectif est 2069 et 1580 cm 1 . Commenter. 

On donne : 

masses atomiques : mu = 1.008, mo = 2.013, mci = 35.453, me = 12.011, m n = 14.007 

constante de Planck : h = 6.6262 10~ 34 J.s 

nombre d'Avogadro : N a = 6.0231 10 23 

celerite de la lumiere : c = 2.9979 10 s m/s 

lnm = 10~ 9 m, lA = 10~ 10 m, ldyn = 10~ 5 N, lerg - 10 ~ 7 / 


Probleme III - Representation matricielle de l'operateur position 

On donne les deux fonctions d'onde unidimensionnelles decrivant trois etats quantiques 
de l'oscillateur harmonique : 


^aW=[- 

71 


1/4 


1 -(3x 2 /2 


n(x) = 


^4p 3 


\ 1 / 4 


a -(3x 2 / 2 




1/4 


(2p X 2 -l)e 


-(3x 2 / 2 


1°- Par simple inspection, identifier le nombre quantique de vibration o attache a chaque 
fonction d'onde. Quelles sont les energies propres associees? 

2°- On s'interesse ici a etudier l'operateur position x = x dans la base ( v F a , v F b , v F c ). 

(a) Quelle est la representation matricielle (x) de cet operateur dans la base consideree. 
Montrer que cette matrice est symetrique. 

(b) Par simple inspection des elements matriciels de (x), preciser ceux qui sont nuls et 
ceux qui ne les sont pas. Pour ces derniers, determiner leurs valeurs. 

(c) Calculer les valeurs propres et les fonctions propres de la matrice (x). En deduire la 
valeur de la position moyenne reellement observable? Dans quel etat peut etre 
mesuree cette position moyenne? Determiner le poids de participation des fonctions 
de base ( Y a , 'P b , Y e ) dans cet etat. 

3°- On suppose qu'une particule se trouve strictement dans l'etat 'k b (x) . 

(a) Dans quelle position moyenne se trouve la particule? 

(b) Quelle est sa position nodale et sa position la plus probable? 


On donne : 


dx = 


lx3x....x( 2n-l ) 
2^ 


dx - 


n! 

2a n+1 
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Probleme IV - Theoreme du viriel 

On se propose ici d'etudier l'equilibre entre l'energie cinetique et l'energie potentielle de 
quelques systemes quantiques dans le sens du theoreme du viriel. Soit H l'hamiltonien 
d'un systeme a une dimension : 

d 2 

H = ^ + V(x) 

2m 


L'energie potentielle V(x) pour la plupart des problemes quantiques est une fonction de 
puissances de la variable x , c'est-a-dire : 

V(x) = ?tx n 

ou n est un entier positif ou negatif et X une constante reelle. 

2 h 

1°- (a) Calculer le commutateur [H,xp x ] . Pour ce calcul utiliser les relations [p x , x] = 2— p x 

i 

et [p x ,V(x)] = — sans i es demontrer. 

i dx 

(b) Que vaut la valeur moyenne l [H, xp x ] y du commutateur [H,xp x ] prise dans un etat 

propre 'P de l'operateur hermitique H (etat stationnaire)? Deduire la relation du 
viriel pour un champ de potentiel V (x) quelconque : 



(c) Que vaut cette relation dans le cas d'un champ de potentiel V(x) = ?ix n . 

(d) Appliquer le theoreme du viriel au cas des deux systemes quantiques: oscillateur 
harmonique et atome d'hydrogene. 

2°- On se propose d'appliquer le theoreme du viriel a l'etat fondamental de l'atome 
d'hydrogene decrit par la fonction gaussienne approchee suivante : 

T ls =(2a/7t) 3/4 e“ ar2 

(a) Rappeler la forme de la fonction d'onde exacte de l'etat fondamental Is de l'atome 
d'hydrogene. 

(b) Dans le cas de la fonction gaussienne et en utilisant le systeme des unites atomiques, 
montrer que : 



(c) Trouver la valeur de a qui devrait satisfaire le theoreme du viriel. Exprimer l'energie 
totale E de l'atome en fonction du parametre a et en deduire sa valeur. Comparer a 
la valeur exacte E = -0.5 u.a . 

(d) Quelle est la valeur de a qui devrait etre obtenue par la methode de variation qui 
optimise l'energie E? Commenter. 

Expression du Laplacien radiale : A = r 2 — ; integrate utile : £r 4 e^ 2ar dr = — — ^ I 
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Corrections 


Probleme I - Puits de potentiel : 

On donne la fonction d'onde d'une particule piegee dans un puits V(x) =0 de largeur L : 


<D n (x) = A /— sin| 


[ mix i 

l ~L~) 


11 = 1,2,3, ... 


1°- La valeur moyenne d'une grandeur physique A qu'on peut mesurer dans un etat 
O n (x) est donnee par : 

(O n |A|O n ) _ Jo n AO n dx 


< A > = 


(°n|^n) }0> n 


dx 


Le probleme considere ici est un probleme a une dimension, done l'element d 'integration 
est dx . Par ailleurs, comme la fonction d'onde d> n ( x ) est donnee sous la forme normee, 
cette valeur moyenne devient : 

< A > = (O n |A|O n )= J<A<D n dx 

En remplacant ® n (x) par son expression, on obtient : 


. 2 rL ( mix'! 7 . f mix ) 

<A> = eJo sm Lnr Mr] 


dx 


Valeur moyenne de la position : 


2 rL . 2\ nux I 
< x > = — x sin 


L J° 


^ L J 


dx 


Comme on a sin 2 9 = ^(1- cos 29), il vient : 


1 rL 

< x > = — x 

L J° 


, ( 2mix3 

1 -cos 

dx = — 1 

xdx - — [ 

L ( 2nnx , 

xcos dx = 

L 


l f 2mix^ 

xcos ( 

l L )\ 

L J 

i L Jt 

l L J 

2 

L J 

l L J 


L'integration par partie de la fonction xcoskx donne : 


j : 


2 mtx 


L J 


dx = 


L . (2nx') f L i 

y sin 4- 


2nrc 


2 mi J 


2nnx ) 


L 

2nn 


2nnx ) L 
N cos 

L J 2n n 


2muC 


L 

-iL 


2 mt l 2 n 7 i 2 n n 


= 0 


D'ou : 


L 

< x > = — 
2 


La valeur moyenne de la position de la particule depend de la largeur L du puits, elle est 
independante du nombre quantique n e'est-a-dire independante de l'etat quantique 

® n W- 

Valeur moyenne de l'impulsion< p x > : 


2 rL . ( mix i 


<p, > = L L m i 


IT 


„ . ( mix V h rL . f mix 

PiS, TirJ dx = vJ<, sm |-H 


( nnx^i 

dJ —1 

U J 

dx t L J 


dx 


firm rL . f mix f mix , 
= — — sin cos dx 

iL 2 Jo l L J { L J 
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Comme sin 0 cos 0 


A sin 20 , il vient : 


tmn 

L ( 

2nnx^ 

2iL 2 

2n n 

L J 


Ti 

2iL 


(-1 + 1 ) = 0 


D'ou : 


<P X > = 0 


La valeur moyenne de la quantite de mouvement de la particule est nulle quelque soit 
l'etat stationnaire fondamental (n=l) ou excite (n=2,3,...). 

Energie cinetique moyenne <T X > : 


<T X > = <0„|f x |0„) avec T x O n =- 


r 2 a 2 o n 

2m 0 X 2 


a-o, 

dx 2 


f 2 a 2 | 

L nn ) 


sin — x 

V L 0x 2 

v L J 

nVf 

2 . nn 


2 d ( nn nrc 

- — cos — x 

L ax l L L 


2 2 

11 n IT. 

— sin — x| = — 


. nn 
sin — x 

L 


*2 2 2 
~ nun 

D'ou T y ® n = — O n et la valeur moyenne s'ecrit : 


2mL~ 


<t y > = (o n I n 71 ° |O t 


2 _ 2 „ 2 


2mL 


fi n n 
2mL 2 


(®n ®r 


Comme ® n (x) est normee, on aura : 


< T t > = 


h 2 n 2 2 


2mL- 


On obtient exactement la valeur propre E n de l'hamiltonien H puisque d'une part cet 
hamiltonien est purement cinetique (car V(x) = 0) et d'autre part les fonctions ® n (x) sont 
fonctions propres du meme hamiltonien : 


E„ = 


ft 22 

n n 2 


2mL 


2°- L'erreur s A commise lors de la mesure d'une grandeur physique A est donnee par 
l'incertitude quadratique moyenne : 

AA = V< A 2 >-< A> 2 

Incertitudes Ax et Ap x : 

l_ 1 

3 

Pi~n 2 n 


Ax = y 

Ux 2 >-<x> 2 

=> 

< X > 2 : 

L 2 

“ T’ 

< x 2 > = 

A Px = 

V< Px>-<Px > 2 

=> 

<Px > 2 

= o, 

<Px > = 


3 2nV 
2 „ 2_2 


D'ou : 


Ax = 


L 1 


2nrc V 3 


—nn -2 


2 2 

AxAp x = ^ ■>/— — 1 


A Px = 


ft~n~ 


finn 

~ L ~ 
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On voit que le produit AxAp x ainsi obtenu est independant de la largeur du puits, par 
contre il depend du nombre quantique n. 


On peut montrer facilement que ^ — 1 est une quantite toujours superieure a 1 

quelque soit le nombre quantique n. En effet : 


— 1 > 1 


>1 Vn 


Si n = 1, on a — = 1.64 > 1 . On retrouve done la relation d'incertitude de Heisenberg : 

AxAp x > ft 

L'incertitude est d'autant plus grande que n est grand, e'est-a-dire l'erreur augmente vers 
les etats excites. En effet : 



n 

AxAp x 

etat fondamental 

1 

0.8 ^ 

l er etat excite 

2 

2.4 ft 

2 eme etat excite 

3 

3.7ft 


3°- Supposons qu'au temps t = 0 la particule etait preparee dans un etat decrit par : 

.... nx 1 ( . nx . 2nx 

VEl L L 

Cet etat est une combinaison lineaire normee de deux etats : etat fondamental 
Oj = ^sin^- et premier etat excite <f> 2 = : 

'F(x,0) = -^(<D 1 +O 2 ) 

L'evolution temporelle d'une fonction d'onde est donnee par le produit : 

iE n 

‘Dn ( x ’ t) = O n (x,0) e h 

D'ou l'expression de la fonction a l'instant t : 

f iEp 


'E(xd) = —j= 
V2 


iE 3 t4 

e n +0 2 e n 


Pour pouvoir determinez la probability de trouver la particule au temps t avec les 
energies : 


i) E 


ft~H~ 


2mL‘ 


2 ’ 


ii) E 


2/Ttt 


mL‘ 


2 ' 


iii) E 


9/Ttt 

2mL 2 


on doit connaitre a quel etat appartient chacune des energies sachant que : 

E„ - 


ft 2 n 2 2 
2mL 2 n 


On voit immediatement q'on a : 


i) E, = 


ft 2 n 2 

2mL 2 


ii) E 2 - 


2ftV 

mL 2 


iii) E 3 - 


9trn 2 

2mL 2 
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Pour une combinaison lineaire de fonctions d'onde V F = ]Tcj T; , la probability de trouver la 
particule dans l'etat T, d'energie Ej est proportionnelle au carre du coefficient de 
participation : 

Pvu = |c; P 


Pour notre fonction d'onde : 


on aura : 


iE,t 


'P( X ,t)= 4 = 

Vl 

®! e 

V 

n + 0 2 

i) E = Ei 


Pt= i 

ii) E = E 2 

-» 

Pt= i 

iii) E = E 3 

-» 

-e° 

11 

0 


iE 2 t ^ 
fl 


Pour le calcule de la valeur moyenne de E, on utilise la relation : 

( v f|h| v f) 


E = 


(ThF 


1 / iElt 

('F|'F) =-(Oi e n + 0 2 


iE2t 
e ~h~ 


iEi t iE2 1 \ 

®i e ~h~ +®2 e ~h~ ) 


I[(® 1 |® 1 ) + (® 2 |v I / 2 ) + 2 (® 1 |® 2 )] = if| + | + 0hl 


iEj t iE-it 

('F|h|'F) = ( ®ie fd + ® 2 e fd 


iEi t iE 2 t \ 

®ie n + ® 2 e h \ 


iEi t 
= ( ® ie ft 


H 


iEi t \ / iE 2 t 

®i e ~h~ ) + ( ® 2 e ~d 


iEi t 
+ ( ®ie h 


iE 2 t \ / iE 2 t 

® 2 £ ft ) + ( ® 2^ ft 


H 


H 


iE 2 1 \ 

® 2 e ft ) 

iEj t 

®ie h 


('F| H I'F) =(®i|H|®i) + (® 2 |H|® 2 ) + (®i|H|®2)(e 


iEj t 

n 


iE 2 t \ „ / iE 2 t 

e h ) + (® 2 1 H |®iH e n 


iEit 

e ft 


On a : 

(®i|H|®i) = (®i|Ei |®i) = Ei(®i|®i) = E 1 
2 | H | ® 2 ) = (® 2 | E 2 | ® 2 ) = E 2 (® 2 | ® 2 ) “ E 2 
(®i|H|® 2 ) = (®i|E 2 |®2) = E 2 (®,|® 2 ) = 0 


D'ou la valeur moyenne de l'energie : 
E = Ei + E 2 


h-n 2 2/? 27x2 5 tr 2 n 2 

2mL2 mL2 2 mL2 
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Probleme II - Oscillateurs diatomiques : 

1°- (a) Dans un premier temps, on se place dans un referentiel d'origine O quelconque. 
Dans ce referentiel, le mouvement de deplacement des deux masses m A et m B est repere 
instantanement par les coordonnees suivants : 

G 


m A 



m B 


r A et r B etant les vecteurs positions des deux masses m A et m B , R celui du centre de 
masse G (M G = m A + m B ) par rapport au point fixeO . La position R du centre de masse et 
sa vitesse R sont definies par : 


R = 


m A r A + m B r B 

m A +m B 


R = 


m A r A + m B r B 

m A +m B 


On pose : 


i‘A=VA> r B =v B , R = V g 

Si la vitesse de m A par rapport m B (dite vitesse relative) est v , alors on aura : 

v = v a- v b 

En resolvant simultanement les deux equations : 

w m A VA+m B VB 

*g — et v = v A -v B 


on trouve : 


V A =Vr 


V«=Vn- 


L'energie cinetique du systeme est : 

1 1 if m B 1 1 f m A V 

T = - m A v A+T m B v B = -m A V G + v +-m B V G v 

2 2 2 l m A + m B ) 2 ^ m A + m B ) 

1, NTr 2 1 m A m B 2 

- “( m A +m B) V G+“ v 

2 2 m A + m B 

1 9 1 2 

= 2 M G V G + 2l lv " 

avec g = m A m B ^tant la masse reduite et M G = m A + m B la masse totale au barycentre. 
m A +m B 

(b) Si on se place maintenant dans le referentiel barycentrique suppose fixe, les deux 
masses se reperent par les vecteurs positions suivantes : 


Fa 


F b 


m A 

◄ — 


' A 


r B 


m B 

-► 


en particulier on a R = 0 et R = 0 , le terme d'energie cinetique du centre de masse est nul. 
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L'energie cinetique devient simplement : 

T 1 2 P 2 

T = — pv = — 

2 2|i 

L'etude du systeme a deux masses m A et m B se ramene a celle d'un systeme effectif 
constitue d'une seule masse p separee du centre G par la quantite x = r - r 0 : 


m A<- 


->m B 


► P 


(c) Comme le mouvement de deplacement s'effectue de fag on harmonique, les deux forces 
de rappel F A et F B sont egales et proportionnelles au deplacement x = r - r 0 : 


F = -kx 


Comme cette force derive de l'energie potentielle, on aura : 


F = — 


dV 


V(x) = k[ X xdx = -kx 2 


dx Jo 2 

Le potentiel de l'oscillateur harmonique est done de type parabolique. 

2°- (a) L'hamiltonien de Schrodinger correspond a l'energie totale classique du systeme : 

• 2 1 - p 2 1. 2 fi 2 d 2 1, 2 

H = — — i — kx - = — i kx ” 

2 p 2 2q dx 2 2 

L'equation de Schrodinger s'ecrit : 


E = — + — kx 2 
2q 2 


ti d" 1, 

T + — kx 

2p dx" 2 


'F(x) = E^Pfx) 


<=> 


d ix F 2q 


dx r 


+ -C E kx IL = 0 


En posant a = 2pE Itr et p 2 = qk i ti 2 , l'equation devient : 

d 2x F 2 

— - + (a-p 2 x)T-0 
dx" 

(b) Les dimensions de base pour exprimer toute grandeur physique sont : 

[M] : masse, [L] : longueur, [T] : temps 

1 2 

La dimension de E est celle de l'energie cinetique (T= A mv ), de l'energie potentielle 
( V = 2-kx 2 ) ou bien de l'energie de rayonnement ( E = hv ). Ainsi, on obtient : 


c 1 2 1 , 

E = -mv =— m 
2 2 

h = — = Et 
v 

k-^-A 
„2 “ _2 


Les dimensions des parametres a et P s'ecrivent done : 


P = 


2qE 


Vkq 


E ^ [M] [L]2 [T]-2 
h = [M] [LP [T] 1 
k = [M] [Tp 

a = [L] 2 

P - [LP 
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Les deux parametres possedent la meme dimension [L] 2 . Sachant que la fonction d'onde 
'F(x) n'a aucune dimension, 1 'equation de Schrodinger possede done une dimension en 
[L]- 2 , inverse de longueur au carre. 

(c) Pour que cette equation soit sans dimension, on doit proceder a un changement de 
variable en ecrivant : 

£, = "kx 

Pour cela, il suffit de rechercher l'expression du facteur X tel que la nouvelle variable c soit 


sans dimension : 


_d_ = _d_dl; ._d_ 
dx d£, dx d£, 



Avec ce changement de variable, l'equation differentielle devient : 



soit : 



Ainsi par identification, on choisit le rapport (l 2 / /, 4 = 1, e'est-a-dire X - ^/p . D'ou : 



et l'equation de Schrodinger sans dimension s'ecrit : 



(d) Sachant que les energies propres sont : 




le rapport a/p prend la valeur simplifiee suivante : 



La substitution dans l'equation differentielle donne : 


d 2x F ? 

22 + (2u + l - = 

d ^ 2 


+ (2u + l - ^ 2 )^ v =0 


L'equation aux valeurs propres correspondant s'ecrit : 

( A ~ A 


-^A 2 k= (2u + l)^ v 


On voit que l'hamiltonien de l'oscillateur harmonique exprime avec la variable c, sans 
dimension prend une expression tres simplifiee : 
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Les valeurs propres associees a H sont simplement : 

e o = 2o + 1 

3°- Les solutions de l'equation de Schrodinger a rechercher sont de la forme : 

^o© = Hu© e _ ^ 2/2 , H D © = f>X 

U 

(a) Les deux premieres derivees de (y) sont : 


X 


= (H 0 -^H u )e' 


/ - 


et 


dX 

di; 2 


[nil _ + (t 2 - l)]e 


-5 z /2 


Apres substitution dans l'equation sans dimension, on obtient l'equation differentielle que 
doivent verifier les polynomes d'Hermite : 

H„- 2^H U + 2oH u = 0 

(b) En partant de la derivee premiere de H u : 

H w = 2oH u _ 1 

la derivee seconde s'ecrit : 

h; =2uH u _ 1 =2 o(2oH u _ 2 ) = 4 u 2 H u _ 2 

La substitution dans l'equation differentielle donne la relation de recurrence recherchee : 


4u 2 H u _ 2 -2^(2uH u _ 1 ) + 2oH u =0 


H u = 2^H U _ 1 -2oH L 


(c) Connaissant H 0 =1 et H, = 2 £, , on determine les polynomes associes a o = l, 2et 3 a 
partir de la relation de recurrence : 


H 2 =2^H,-2H 0 
H 3 = 2^H 2 - 4Hj 


H 2 = 4^ 2 - 2 

H 3 = 8£, 3 - 12 ^ 


Les fonctions d'onde des quatre premiers etats quantiques de l'oscillateur harmonique 
s'ecrivent : 


o = 0 

H„=l 

'Ll© 

= X /2 

0 = 1 

Hi = 2^ 

© 

= 2^ /2 

u = 2 

H 2 = 4^ 2 - 2 

^2© 

= (4£, 2 - 2)e _ ^ 2/2 

o = 3 

H 3 = 8^ 3 - 12^ 

^3© 

= (8^ 3 -120e _ ^ /2 


On doit ramener ces expressions a la variable d'origine x = (P) 2 ^ : 

'Lo(x) = e“ Px2/2 
^(x) = 2Vpxe- px2/2 


-Px z /2 


L 2 (x) = (4px“-2)e 
¥ 3 (x) = f8p 2 x 3 -12p 2 x |e“ Px " /2 


Notons que ces fonctions d'onde sont donnees sans le facteur de normalisation. On voit 
que ces fonctions sont alternativement paires et impaires : 
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'f'o(x) 

pair 

'Ll (x) 

impair 

^(x) 

pair 

'f'a(x) 

impair 


La parite suit done le nombre quantique de vibration, e'est-a-dire (-l) u . 


Du point de vue forme, on voit que les fonctions d'onde forment deux series : serie paire 
( v F2n) et serie impaire ('tbn+i) possedant respectivement des polynomes du meme degre (2n 
et 2n+l) : 


^ 2n (x) = (a 2n x 2n +a 2n _ 2 x 2n - 2 + - + a 0 )e- px2/2 n = 0,1,2,... 

T 2 n + i(x) = (a 2n+1 x 2n+1 + a 2n _ 1 x 2n - 1 +- + a 1 x)e- px2/2 n = 0, 1, 2, ... 


et le plus haut degre du polynome correspond au nombre quantique o de l'etat. 

4°- Soit la fonction d'onde decrivant un etat quantique de l'oscillateur harmonique: 

'P(^) = (4^ 4 -121; 2 +3) e _ ^ 2/2 


C’est une fonction paire de plus haut degre quatre, done u = 4. Pour confirmer ce resultat, 
on agit l'hamiltonien sur cette fonction pour resoudre l'equation de Schrodinger : 


d¥ 

dl" 


= (-4^ 5 + 282, 3 - 27£,)e 


di , 1 


-if n 


HL =(2u + l)4y 


d -^ - (42, 6 - 48£, 4 + 1 1 1^ 2 - 27)e 
d^ 2 


-if 12 


En substituant dans le premier membre de l'equation, on obtient : 

+ = (-4£ 6 +48£ 4 -lll£ 2 +27)e^ 2/2 H 2 (4^ 4 -12£ 2 +3)e^ 2/2 

= (36£, 4 -1082, 2 + 27)e _ ^ /2 

- 9(4^ 4 -12^ 2 +3)e“^ /2 
= 9^ 


La valeur propre associee est : 

2o + 1 = 9 => o = 4 


5°- Applications : 

(a) L'energie des niveaux de vibration de la molecule HC1 s'obtient a partir : 


E 


U 


= ( u + l) hv = (u + lUL 



k = 469 N/m 


La masse reduite en uma (unite de masse atomique) est : 


m H m Cl 

m H +m C i 


1.008x35.453 
1.008 + 35.453 


= 0.9801 uma 


Comme dans un atome gramme il y N a atomes reels, on doit diviser p par le nombre 
d'Avogadro N a . On convertit ensuite la masse obtenue en Kg : 


0.9801 - 3 =1 62?2 ]0 _ 27 

6.0231 10- 3 
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D'ou : 


soit : 



6.6262 10 -34 
2x3.1416 


480 

1.6272 10 


-27 


E v = 2.8639 10 20 (2u + 1) en J 


Les valeurs des energies des niveaux u = 0 et u = 1 sont : 

E 0 = 2.8639 10~ 20 J, E, = 8.5916 10~ 20 J 


La frequence du photon qui doit etre absorbee au cours de la transition u = 0 — > u = 1 est : 


v 



5.7277 10“ 20 
6.6262 10“ 34 


= 8.6440 10 13 s _1 (ou Hz) 


Remarquons que cette meme frequence peut aussi etre calculee a partir de la relation de 
Hook : 




Soit : 


1 


469 


2x3.1416 \ 1.6272 10 


Le nombre d'onde est : 


v 


V 

c 


8.6440 10 13 
2.9979 10 8 


= 288335 nT 1 


La longueur d'onde (lA - 10 10 m , lnm = 10 9 m) est : 



v v 


2.9979 10 8 
8.6440 10 13 


= 0.3468 10' 5 m _1 


v = 2883 cm 1 


JA = 34680 A° 
[X = 3468 nm 


Le nombre d'onde (v = 2883cm ! ) et la longueur d'onde (A = 34680 A°) appartient a la 
region infrarouge du spectre electromagnetique. Rappelons que le spectre 
electromagnetique se subdivise en six importantes regions comme suit : 


0.1 

1 

10 

10 2 10 3 

10 4 

10 5 

10 6 

10 7 

10 8 

j 

V (cm-.l) 

1 

1 | 

i i ; 

1 

1 


1 

1 > 

A, ( A° ) 

‘ 10 9 

10 8 

IQ? 

10 6 10 5 

10 4 

10 3 

10 2 

10 

1 

RY 

RX 


UV + V 

IR 



MW 

FR 



Ry : rayons gama RX : rayons X UV + V : ultraviolet + visible 
IR : infrarouge MW ' microonde fR : frequences radio 

Le domaine infrarouge se situe entre 2xl0 4 A et 5 x 10 5 A en longueur d'onde ou entre 200 
cm 1 et 5000 cm 1 en nombre d'onde. 

(b) Calcul des constantes de force des deux isotopes HC1 et DCL : 

— » k = 4 ti 2 c 2 |4v 2 


1 

2nc V ^ 
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Pour cela on peut utiliser le systeme CGS : 

[vrci = 2883 cm -1 ^ [v DC1 = 2068 cm -1 

il^HCl =1-6272 10“ 24 g 6 { 0 DC1 = 3.1626 10“ 24 g 


D'ou : 


k Ha =479871 dyn/ cm = 479.9N/m 
k D ci - 479887 dyn /cm = 479.9N/m 


On voit que k HC1 = k DC1 , c'est un resultat general. Une constante de force qui decrit la force 
da la liaison ne depend que de la nature de la liaison chimique, elle est independante des 
masses. Une constante de force decrit la force da la liaison, plus k est grand plus la liaison 
est forte. Ainsi, deux isotopes possedent des frequences differentes a causes des masses 
differentes. Le rapport isotopique donne : 


v 


HC1 


h 

2nc 


V DC1 - 


h 

2nc 



V DC1 _ I Ohci 

v hci V Odci 


Ohci _ m H m D + m ci _ l + (rn cl /m D ) 
Odci m D m H+ m ci l + (m cl /m H ) 


Comme |r DC1 > Ohci / l a substitution isotopique provoque un deplacement du nombre 
d'onde vers une valeur plus petite v DC1 < v HC1 . 

(c) La molecule CN et son ion CN+ possedent la meme masse (toute la masse d'une espece 
moleculaire est concentree dans son noyau) : 


D'ou : 


m C m N 

m c + m N 


12.011x14.007 
12.011 + 14.007 


- 6.4662 uma - 1.07357 10' 23 g 


k = 4k 2 c 2 \j.v 2 = 0.3808 v 2 


[k CN = 16301 14 dyn/cm = 1630 N/m 
|k CN+ = 950629 dyn/cm = 950 N/m 


Comme k CN > k pN+ , cela veut dire que la liaison chimique de CN est plus forte que celle 

de CN + car la structure electronique des deux systemes est differente. Le calcul de l'ordre 
de liaison confirme ce resultat : 

OL = — (n — n*) 

2 


En effet, les configurations electroniques des deux systemes donnent : 

CN : (Ict) 2 (Ict* ) 2 (2ct) 2 (2ct* ) 2 (In) 4 (5a) 1 -> OL = ^(9-4) = 2.5 

CN + : (lcr) 2 (lcr* ) 2 (2cr) 2 (2cr* ) 2 (Itt) 4 -> OL = ^-(8-4) = 2 

Ainsi OL(CN) > OL(CN + ) est en accord avec k CN >k cN+ : plus la liaison est forte plus sa 
constante de force est grande. 
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Probleme III - Representation matricielle de l'operateur position : 

Soit v P a (x), v P b (x) et 'F c (x) trois etats quantiques de l'oscillateur harmonique : 


^aW = 


J£\ 


1/4 


-|3x 2 /2 


c J 


^b(x) = 


V 


\ 1 / 4 


a -(3x-/2 




1/4 


(2px -l)e 


-(3x 2 / 2 


1°~ Une fonction d'onde de l'oscillateur harmonique est generalement de la forme : 


'h u (x) = N u H, 


>(# x )< 


,-Px 2 /2 


ou H u ( A /px) est le polynome d'Hermite de degre u en x . Ainsi, pour Y a (x) ce polynome 
est une constante done o = 0 , pour X ¥ b (x) il est de degre 1 en x done o = 1 et pour 'F c (x) il 
est de degre 3 en x done u = 2 . Les energies propres E D = (u + ^-)hv associees sont : 


'P.w 

o = 0 

-> 

E 0 = 

i hv 

noo 

0 = 1 

-> 

Ei = 

fhv 

'f'cOO 

u = 2 

-> 

e 2 = 

fhv 


2°- (a) L'operateur x = x dans la base ( T a , T b , T c ) est represente par la matrice suivante : 

x aa x ab x ac ^ 

(x) — x ba x bb x bc 

V x ca x cb x cc J 

(b) La matrice est symetrique x y = x ^ , car l'operateur x = x est hermitique et les fonctions 
d'onde v F a ,'F b et v f' c sont reels. En effet : 


x jj = ('F i |x|'F j ) = J V F* x^jdx = J^x'Fjdx = jV xTjdx = ^ j |x|'F i ) = x 

Il suffit done de ne calculer que six elements au lieu de neuf : 

c ^ „ x 


M 


( x ) = 


x ab x _ 
x bb x be 
x cc J 


On utilise la propriety de parite pour prevoir les termes nuls et non nuls. En effet, on a : 

f x F a : pair 

x = x : impair 


: impair 
: P air 


D'ou 


— » 


x aa = ('i'M't'*) 
x ab = 
x ac - 

x bb = ('J'b| x |'*'b) 
x bc - {^b\^c) 
Xnr = /'EJxI'EA 


Ces considerations prealables de symetrie permettent done de simplifier grandement le 
calcul matriciel : 



impair 

-» 

x aa 

= 0 

'f'a^b 

pair 

-> 

x ab 

* 0 

'f'a^c 

impair 

-> 

x ac 

= 0 

'Eb^b 

impair 


x bb 

= 0 

'Eb^c 

pair 

-> 

x bc 

* 0 

'EcX'Ec 

impair 

-> 

x cc 

= 0 
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(x) = 


0 x ab 
ab 0 


“■be 


0 X bc 0 


Au lieu de calculer au depart 9 elements, on ne calculera que 2 elements x ab et x bc : 

X* - on|x|n> - p£f CxV* 1 * - 2 (fi] ,,2 r AH-'d* - ‘ 




L bc 


= ( v F b |x|'F c ) = -^^2pJ_ + ”x 4 e-P x2 dx-J +CO v2.-Px 5 


dx 


JL 

yfn 


4pj +0O x 4 e-P x2 dx-2} +C °x 2 e-P x2 dx 


yfn 


#4 4- 2 4 

2 3 A/ P 5 2 2 


1 

# 


D'ou la matrice representative de l'operateur position dans la base des trois premiers etats 
propres de l'oscillateur harmonique : 

f 0 1/V2 0^ 

1/V2 0 1 

0 1 0 

v / 

(c) Pour determiner les valeurs propres de (x) , on calcule le determinant caracteristique 
associe : 


1 


00 - - 7 = 


-A 

1 /V 2 

1 /V 2 0 

-A 1 

- 0 

=> 

Af--A 2 l - 0 

=> < 

0 

1 -A 



U J 



x - AI = — = 

1 Vp 


Les fonctions propres s'obtiennent : 



2 -A 

1/V 2 

0 ' 

( c 3 

'-a 

1/V 2 

-A 

1 

c b 

0 

V 

1 -A 

7 

v C c , 


= 0 


A,c a + ^ — c b — 0 




c a -Ac b +c c = 0 
c b - Ac c = 0 


D'ou les solutions normees : 

A = 0 

A. = ±y[3i2 


'F = 0 


On voit que pour les deux valeurs propres A. = ±V 3/2 , la fonction d'onde est nulle, ce qui 
veut dire que la probability de leur mesure est nulle. Ainsi, la seule valeur de la position 
moyenne reellement observable correspond a X = 0 e'est-a-dire (x) = 0 . L'etat quantique 
correspondant est : 


V = c a ^ a +c c ^ c - J-'L,-- 




qui est en fait un melange des deux etats pairs : v F a (x) fondamental ( u = 0 ) et 'F c (x) excite 
( u = 2 ). Le poids de participation de chaque composante est : 

2 2 

|c a | = — xl()0 = 67% : etat fondamental v P a (x) participe avec un poids de 67% 

|c b |“ = 100-|c b | 2 ^ 33% : etat excite ^(x) participe avec un poids de 33% 
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3°- On suppose qu'une particule se trouve strictement dans l'etat T b (x) . 

(a) La position moyenne (x) de la particule dans cet etat n'est autre que l'element 
diagonale x bb de la matrice (x) : 

( x ) = x bb = 0 


(b) Pour determiner les points nodaux (densites nulles) et les positions les plus probables 
(densites maximales) associes a l'etat T b (x), on doit calculer la derivee premiere de la 
densite de probabilite : 


D(x) = |Y b (xf =2p[^ 


1/2 


r 2 -( 3 X 2 


SD 

dx 




= 0 -> 


x = 0 


X = -1/# 
x = + i / Vp 


On obtient alors trois extrema (minima, maxima) aux quels correspondent les densites de 
probabilite suivantes : 

D(0) = 0 

■ D( — 1/ t/P) = (J3 / xt)^2e _1 = 

D(+l/^/i3) = (p/n) 2 2e _1 = 0.21^/p 


Ainsi, on trouve un seul point nodal a la position x = 0 et deux points de maximum de 
densite aux positions x = -1/^/p et x = +1/ ^/p dites postions les plus probables. 


Probleme IV - Theoreme du viriel : 

~2 

Soit H l'hamiltonien d'un systeme a une dimension H = -^- + V(x) avec V(x) = ox" . 

2m 

1°~ (a) Calcul du commutateur [h, xp x ] : 

-2 


H, xp x = 


~ + V(x), xp, 
2m 


1 Px> x Px + [ v ( x )> X P, 


2m 


2m 

Px 1=2 


= MpI x + [V(x), P x ] x 

2m 


g— Px> Px x + f^Px’ x + [ V ( x )> Px] x + Px[V(x), 
2m 


- fH2-p - t- 


D'ou : 


2m l i 


[ H > x PxJ = -l-xf 

ox 


n dv ( x)^i 


i dx 


(b) Valeur moyenne de [h, xp x ] : 

( [H, xp x ] \ = ('Ll [H, xp x ] It) - -(T|2T-x^|T) = - 
' ' 1 ox 1 


ay 

2(t| t |t)-(t| x — It) 

\ I I / \ 1 dx 1 ‘ 


D'ou : 


[H,xp x ]) = - 2(T>- 


dV 

dx 
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Par ailleurs, la relation de Heisenberg nous enseigne que ( voir TD ) : 


d ( X Px) 

dt 




D'ou : 


d ( X Px) 

dt 



Pour un etat stationnaire, ou encore pour n'importe quel etat propre de H, la valeur 
moyenne (xp x ) est independante du temps. D'ou l'expression generale du theoreme du 
viriel : 



(c) Dans le cas d'un champ de potentiel V(x) = k n ,ona — = iAx 11 1 et la relation du viriel 

' dx 

devient : 


2(T) = n (V) 


Une telle relation decrit l'equilibre entre l'energie cinetique et l'energie potentielle d'un 
systeme dans un etat stationnaire 'P (fonction propre de l'hamiltonien H ). Autrement dit, 
la condition 2(T) = n(v) n'est verifiee que si 'P est solution exacte du probleme. 

(d) Pour l'oscillateur harmonique, l'energie potentielle est une fonction homogene de 
degre n = 2 en x ( x etant le deplacement de la masse m ) : 

V(x) = lkx 2 (T) = (V> 

Ainsi, le theoreme du viriel pour un champ de potentiel harmonique indique que les 
energies cinetique et potentielle moyennes son egales. Dans ce cas, l'energie totale 
(E) = (T) + (v) n'est autre que le double de l'energie cinetique ou de l'energie potentielle : 

(E) = 2(T) ou (E) = 2(V) 

Pour l'atome d'hydrogene, l'energie potentielle est de degre n = -1 en r (r la distance 
separant l'electron du noyau) : 

V(x) = -— => 2<T) = -(V) 

r 

Dans ce cas l'energie totale moyenne est : 

(E) = -2(T) ou (E) = i(V) 

4°- (a) La forme de la fonction d'onde exacte de l'etat fondamental Is de l'atome 
d'hydrogene (exprimee en u.a) est : 

^ls=(l/A> 1 / 2 e“ r 

L' application du theoreme du viriel a cette fonction d'onde stationnaire est rigoureuse, 
elle donne 2(T) = -(v) . 

(b) Dans le cas de l'utilisation d'une fonction approchee, telle que la fonction gaussienne : 

'Pj, =(2a/7i) 3/ V ar2 

on doit rechercher separement les valeurs moyennes cinetique (T) et potentielle (V) : 
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(T) = (Y ls |f I'Pjs } = J < s W ls dT, (V) = ( v Fi s |V(r)| x P ls ) = J <V(r)^ ls dT 


- , e 2 . 1 d 2 d d 2 2d 

T = A, V(r) = , A = — — r^ — = — ^ + , 

2m e r r 2 dr dr d r 2 r dr 


dx = r sin OdrdOdcp 


En utilisant le systeme des unites atomiques ( h = 1 , m e = 1 , e = 1 ), on aura : 


Calcul de l'energie cinetique moyenne : 


W ls =--A'E ls = -- 
2 2 


d^ ls | 2dT ls 
dr 2 r dr 


T = — A, V(r) = — 


d^i s 

dr 

d 2x F, 


= ~2ar% 


Is 


= (3a-2a 2 r 2 ) x P ls 


dr" 


:-2a(l-2ar / ) v F ls 


il vient : 


(T) = ('Ejs |3a-2a~r |*Fi s ) = 3a( v F ls | v F ls )-2a"( v F ls |r 2 | v f / i s ) = 3a-2a"(d / ls |r 2 |^F ls ) 

('Els |r 2 | 'Eis) = J'Er s r 2v Fi s dx - Jfj'E|(r 2 E ls r 2 sin OdrdOdcp = J V^drjVnOdOj^dcp 


) 4 r 


3 

Y 3 

( \ 

n 

J 8 

l(2a) 5 J 


4a 


D'ou : 


Calcul de l'energie potentielle moyenne : 


( 3 

/ \ 3 

— => 

(T} = — a 

V4aJ 

' ' 2 


i u/^ \3/2 „-2ar 2 

(v) = (^is |V(r)| v P ls ) = -(¥ ls |-|'F ls ) = -J-^dT = J JJJ — ; r 2 sin OdrdOdcp 


2(2a) 


<v)^ 


_ (8a) 


1/2 




Le theoreme du viriel nous enseigne, dans le cas d'un champ coulombien, que 2(T) = -(V). 
Le parametre a qui doit satisfaire cette egalite est : 

\l/2 

I ts a 
-a ■ 




a = — = 0.2829 
9tx 


L'energie de l'atome d'hydrogene E = (T) + (v) pour cette valeur de a est : 

A/2 

n J 


E = |a-W 


E = = - 0.4244 hartree 

37T 
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On obtient une energie (-0.4244 hartree) plus haute que la valeur exacte (-0.5 hartree) de 
0.0756 u.a, c'est-a-dire de 2.06 eV (1 hartree = 27.211 eV). Ce resultat est attendu puisque la 
fonction d'onde T| S utilisee n'est pas une fonction d'onde exacte pour l'etat fundamental 
de l'atome d'hydrogene : 

x F ls (exact) = 0.564 e“ r , T ls (appro.) = 0.276 e -°- 283r2 


(d) La methode des variations consiste a minimiser l'energie par rapport au parametre a 
inconnu : 



avec 


E = 




1/2 


il vient : 


5E 3 f 2 ) 8 

— = — = 0 => a = — 

3a 2 (jiaJ 9n 


On obtient une valeur quasiment identique a celle prevue par le theoreme du viriel. Les 
deux demarchent sont valables pour rechercher les solutions approchees. 
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